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ệ ả
ậ ả ấ ận đăng 

Nghiên cứu giảm rung động của vật nâng và móc treo trong mô hình xe con cần 
trục ở dạng con lắc hai bậc tự do bằng phương pháp điều khiển dựa trên cơ sở 

phản hồi đầu ra
ồ

Khoa Cơ khí Trường Đạ ọ ự ộ
TỪ TÓM TẮT
Mô hình xe con cần trục ở dạng hai 
bậc tự do
Bộ điều khiển dựa trên cơ sở phản 
hồi đầu ra
Móc treo và tải nâng
Cần trục xây dựng
Phân tích sự ổn định của hệ thống 
điều khiển theo lý thuyết của 

ậ ầ ụ ở ố độ ể ự ắ ủ ả ọ ới biên độ
ớ ấn đề ấ ợi đố ớ ự an toàn, độ ừ ủ ậ ệ ả ủ

ển độ ầ ục, đặ ệ ử ụ ầ ụ ệ ụ ắ ự độ
ự ứ ề phương pháp điề ể ựa trên cơ sở ả ồi đầ

ố ắ ủ ầ ụ ở ạ ắ ậ ự ề ặ ự ế ậ ố
ủ ậ ị dao độ ầ ế ển độ ầ ụ ộ ấn đề

ự ễn như vậ ấ ầ ộ ộ điề ể ựa trên cơ sở ả ồi đầu ra để ảm rung độ ủ
ật nâng. Bài báo ban đầ ộ ố ệ ả ử ụ ầ ụ ế

ộ ố ệm cơ bả ề phương pháp điề ể ựa trên cơ sở ả ồi đầ ộ ộ
điề ể ựa trên cơ sở ả ồi đầu ra đượ ế ế và đượ ụ ầ ụ ở
ạ ắ ậ ự ứ tư là sự ự ổn đị ủ ệ ống điề ển đượ ứ

ế ổn đị ủ ứ năm là mộ ố ế ả ỏ ằ ố ằng chương trình 
Matlab được trình bày để ỗ ợ ệ ế ế ộ điề ể ự trên cơ sở ả ồi đầ ố

ậ ề ế ả ỏ ằ ố ế ậ

–

1. Đặ ấn đề

ầ ụ ự ủ ực đượ ử ụ ấ
ổ ến trên các công trườ ự ụ ệ ạ
ệ ế ớ ững ưu điểm như sứ
ề ầ ớ ớ ất độ ự ọ

ầ ụ ựng được phân ra làm 3 nhóm chính đó là: nhóm 
ầ ụ ể ầu (như cầ ụ ổ ụ ổ ụ ầ ụ
ả ầ ụ ự ầ ục tháp. Để tìm đượ ả

pháp nâng cao được năng suấ ủ ầ ục cũng như nâng cao đượ
độ ử ụ ầ ụ ự ả ả ọng động tác độ

ệ ế ấ ủ ầ ụ ấn đề ứ ải pháp điề

ể ảm rung độ ủ ậ ế ứ ầ ế
ằ ậ ọ ầ ụ ở
ạ ắ ậ ự ữ ển độ ổn đị

ắ ớ ầ ết các trườ ợp đặ ệ ứ
ốc độ ủa các cơ cấ ớn, điề ẫn đế

ờ ờ ủ ộ ỳ ắ ự tích lũy thờ
dao độ ủ ậ ỳ ắ

ẽ ẫn đế ệ ạ ỷ ế ạ ử ụ
ầ ục mà không đượ ứ ải pháp điề ể ả

rung độ ả ọng nâng. Trước đây, mô hình xe con 
ủ ầ ục đượ ất đơn giả ở ạ ắ ộ ậ ự

ật nâng đượ ằ ộ ợi cáp mà đượ
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ể ảm rung độ ủ ậ ế ứ ầ ế
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ạ ắ ậ ự ữ ển độ ổn đị

ắ ớ ầ ết các trườ ợp đặ ệ ứ
ốc độ ủa các cơ cấ ớn, điề ẫn đế

ờ ờ ủ ộ ỳ ắ ự tích lũy thờ
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ẽ ẫn đế ệ ạ ỷ ế ạ ử ụ
ầ ục mà không đượ ứ ải pháp điề ể ả

rung độ ả ọng nâng. Trước đây, mô hình xe con 
ủ ầ ục đượ ất đơn giả ở ạ ắ ộ ậ ự

ật nâng đượ ằ ộ ợi cáp mà đượ

ộ ứ ọng lượ ạ ạ
chưa phản ánh đượ ớ ế ấ ự ế ủa cơ cấ ầ ụ

ự ế ẫn đế ệ ả điể ể ả ắ ậ
nâng không cao. Để nâng cao đượ ệ ả điề ể ả ắ
và nâng cao độ ệ ế ấ
ầ ụ ở ạ ứ ạp hơn sao cho càng sát hơn so vớ ự ế
ế ứ ầ ế ậ ầ ục nói chung nên đượ

ả ở ạ ắ ọ ậ ự Khi đó móc treo và tả
ọng nâng nên đượ ằng hai điể ối lượ

ột điể ối lượ ập trung như trong mô hình con lắ ộ
ậ ự ả ết điể ối lượ ẫn đế

độ ự ọ ắ ậ ự ổ ợ ạ ể độ
ắ ớ ầ ố dao độ ờ ớ

ụng các phương pháp điề ể ỳ ọ ệ ả ả
rung độ ậ ẽ ốt hơn so với điề ể

ầ ụ ở ạ ắ ộ ậ ự do. Điề
ạ ợ ấ ớ ề ặ ế ỹ ật nên đượ ề

ứ ấn đề ứ ứ ụng điề ể
ầ ụ ấn đề ạ ảm đã đượ ấ ề ứ

trong và ngoài nướ ảng hơn thậ ở ại đây, 
đặ ệ ủ đề ứ ứ ụng điề ể ầ ụ
ở ạ ắ ộ ậ ự ể ể đến như hệ ống điề ể
vòng kín điển hình như phương pháp điề ể ế

ứ ủ Rahman và các tác giả vào năm 2003 [1], 
phương pháp điều khiển theo sự thay đổi của chiều dài cáp nâng của 
Tuan và các tác giả [2, 3], phương pháp điều khiển hiện đại dựa trên 
sự tuyến tính hóa phản hồi từng phần của Wu và các tác giả  
phương pháp điều khiển dựa vào năng lượng theo lý thuyết ổn định 
của Lyapunov điển hình như các công trình nghiên cứu của Maschke 
và các tác giả [5] của Karkoub và Zribi [6], phương pháp điều khiển 
dựa vào kỹ thuật thụ động của Guo và các tác giả [7], của Collado và 
các tác giả [8]. Phương pháp điều khiển bước giật lùi thích nghi của 
Cao và các tác giả [9], phương pháp điều khiển thích nghi của Yang 
and Yang [10], phương pháp điều khiển bền vững của Yang and 
O’Connor [11] và của Uchiyama [12], phương pháp điều khiển theo 
mô hình tiên lượng của Deng and Becerra [13], phương pháp điều 
khiển thông minh [14] và ứu điề ể
độ ậ ể đượ ể đến như: các phương pháp điề

ể ạch đườ ển độ ối ưu ủ ậ ẳ ạ
như điề ể ạ ển độ ối ưu củ
Fahroo [15], phương pháp qui hoạch động và qui hoạch tuyến tính quĩ 
đạo chuyển động của vật nâng như của ả

ả Ngoài ra còn có các phương pháp tạo 
hình dạng lệnh dựa trên hệ thống chuyên gia của ả
[18] của Singhose và các tác giả, phương pháp tạo hình dạng tín hiệu 
lệnh đầu vào [19, 20]. Ở trong nướ ề ặ ết cũng đã có mộ
ố ả ự ệ ứu điề ể ậ ắt dao độ

ầ ụ ở ạ ắ ộ ậ ự ằ ộ ố phương 
pháp điề ể ổ ế ất lượng điề ể ẫn chưa 

ệ ứ ụ ể ự ế ả ất là chưa có

ế ệ, đa phầ ẫ ử ụng các phương pháp điề ể
ởi độ ừ ắc tơ, máy biế ầ ử ụ ả ạ

ả ấ ệ ể ứ ụng các điề ể ả
ự ế ầu như là chưa có và có chăng chỉ ệ ụ

ụ ục đích đào tạ ộ ố ứ ể ể
ể đến như: Điề ể ố ẩ ằng phương pháp 

điề ể ền đị ủ ạ ả điề ể
ầ ụ ế ợ ố ắ ậ ả ủ ạ

ả ận văn thạ ỹ ỹ ậ ả ễn Văn 
Hùng cũng đề ập đế ệ ứ ự ự ệ

ảo sát độ ự ọ ả năng điề ể ổn đị ủ ậ
theo phương ng ể ầ ục đượ ở
ạ ắ ộ ậ ự điề ể ố ầ ụ

ề ằng phương pháp Hybrid Shape của Tưởng Xuân Thưở
ả Điề ể ắc ngượ ử ụ ộ điề

ể ớ ả ồ ủ ả Cao Xuân Cườ
ần Đình Khôi Quốc [36]. Điề ể ố ắ

độ ự ọ ầ ụ ở ạ ắ ậ ự ở ngoài nướ
đang là chủ đề ờ ự và đượ ứ

ều hơn vì những ưu điể ủ ể ại độ
chính xác cao hơn, sát vớ ế ấ ự ế hơn và có thể ử ụ ề
phương pháp điề ển hơn chẳ ạn như phương pháp điề ể

ụ động, phương pháp điề ể ệ ờ ộ ố ứ
đã gợ ử ụng điề ể ệ ống điề ển vòng kín để ệ
tiêu các dao độ ủ ậ ắ
ậ ự do [21, 22]. Tuy nhiên đố ớ ệ ống điề ể

ặ ấ ề ăn trong việc đo lường dao độ ủ ả
ọng nâng và móc treo và cho đến nay thì đã có mộ ứ

điề ể ầ ụ ở ạ ắ ậ ự
ệ ống điề ể ấ ứ ạ ất đắt đỏ (theo như báo 

ủ ế ạ ầ ụ ủa các nước Tây Phương chào hàng 
ả ộ ẳ ạn như phương pháp điề ể

ỹ ậ ụ độ ủ Ortega và các tác giả [23, 30], phương pháp điề
ể ệ ờ ựa trên các mô đun lệ ột đầ ủ

các tác giả  [24]. Theo đó bộ điều khiển trong [24] gồm có 6 mô đun 
lệnh một đầu vào là các trọng số động lực học. Ở trong nướ ệ

ứu điề ể ệt tiêu dao độ ủ ậ
ệ ầ ụ ở ạ ắ ậ ự ấ
ệ ể ứ ụ ự ễn là chưa có vì tính quá 

ứ ạ ủa các phương pháp trong điề ệ ự ễ ệ
ỹ ậ ậ ậ ố ấ ủ ạ
ệ ệ ứ ả ắ ủ ậ

ốc độ ệ ủa các cơ cấ ủ ầ ụ ở
ạ ắ ậ ự ể ể đến như đề ứ
ọ ấp trườ ọng điểm năm 2017 củ ả ồ

đã thự ệ ứ ố ệ ữ ố ắc tương 
ứ ủ ầ ụ ở ạ ắ ậ
ự do để ựng nên đường quĩ đạ ố ờ ực để

làm cơ sở cài đặ ế ần điề ển động cơ của cơ ấ
ầ ụ ệ ố ở ằ ả ắ ủ
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phương tiế ế ớ ụ ủ ứ ặ ẳ
ằ ốc độ ệc và độ ỗ ự

ứu này cũng chỉ ừ ạ ở ế à đặ ệt là chưa thể
ế ớ ử ệ ứ ụ ể ự ế ả ấ

Tương tư, tại đề ứ ọ ấp trường thườ năm 
ả ồng Quân cũng đã thự ệ ứ ả

điề ể ố ậ ằng phương pháp 
ạ ạ ệu đầ ế ả ỏ ỗ ợ ế ế

điề ể ạ ứ ấy phương pháp rấ ứ ạ
ất lượng điề ể ốt hơn nhiề ớ ệc điề ể
ầ ụ ở ạ ắ ộ ậ ự

ứ ổ ến lượ ụ ỹ ật điề ể
ở ự ệu đầu vào để điề ể ệ ố ầ

ụ ở ạ ắ ậ ự ủ ễn văn Trung và các tác giả
Như vậ ệ ứu các phương pháp điề ển để

ảm rung độ ậ ầ
ụ ở ạ ắ ậ ự ớ ậ ự ở

nướ ấ ố ệ ả điề ể ở
ạ ắ ự ốt hơn nhiề ớ

ộ ậ ự ậ ệ ứ ứ ụng phương 
pháp điề ể ựa trên cơ sở ả ồi đầ ụ

ầ ụ ở ạ ắ ậ ự do để ảm rung độ
ậ ế ứ ấ ế ằ ậ ố ủ

ật nâng là luôn dao độ ầ ết các trườ ợ ầ
ụ ệ . Và cũng chính vì các lý do nêu trên nên trong tương lai 

ẽ ế ụ ứ ộ ố phương pháp điề ể
ụ ầ ụ ở ạ ắ ậ ự do để

so sánh xem trong các phương pháp đó thì phương pháp nào là hiệ
ả ấ ần làm tăng năng suấ ủ ầ ụ ả ể

nguy cơ tai nạn trên công trườ ến độ ự ả
ự ệ ụng đồ ờ ấp các đặ

ỹ ậ ủ ầ ụ ậ ế ế ế ạ ầ ụ
ự ủ ệt Nam đồ ời cũng sử ụ ế ả ứ

làm chuyên đề ụ ụ ục đích giả ạ ả ủ
ậc Đạ ọc và Sau Đạ ọc cũng như cùng vớ

gia hướ ớ ể ụ ự ế ả ất. Như vậ ừ
ậ ậ ụ ủ ứ ồ
ớ ệ ề ọ ầ ụ ở ạ ắ

ậ ự do và phương trình vi phân chuyển độ
ộ ố đặc điể ủa phương pháp điề ể ựa trên cơ 

ở ả ồi đầ ụ ầ ụ ở ạ
ắ ậ ự

ế ế ộ điề ển trên cơ sở ả ồi đầ ụ
ầ ụ ở ạ ắ ậ ự
ổn đị ủ ệ ống điề ể ế ủ

ầ ề ỏ ằ ố để ểm tra đánh giá, hỗ
ợ cho phương pháp điề ển trên cơ sở ả ồi đầ ụ

ầ ụ ở ạ ắ ậ ự

ậ ề ế ả ỏ ằ ố để ấ ả
ủa phương pháp

ế ậ

ọ ầ ụ ở ạ ắ ậ ự
và phương trình chuyển độ

ọ ầ ụ ở ạ ắ ậ
ự

Mô hình toán học xe con cần trục ở dạng con lắc hai bậc tự do sát với 
thực tế hơn so với mô hình xe con cần trục ở dạng con lắc một bậc tự 
do và được mô tả tại hình 1, dưới tâm xe con hoặc tâm puly đỉnh cần 
(đối với cần trục tự hành) là thanh cứng không trọng lượng có chiều 

treo khối lượng móc treo m và phía dưới móc treo là dây treo 
hàng có chiều dài để treo vật nâng có khối lượng m . Giả thiết rằng 
các chiều dài là không thay đổi. Xe con cần trục có khối lượng 

được di chuyển dưới tác động của lực phát động f. Gọi θ và θ lần 
lượt là các góc lắc của các khối lượng tập trung m quanh vị trí 
cân bằng thẳng đứng, g là gia tốc trọng trường và x là bậc tự do mô tả 
vị trí của xe con so với gốc tọa độ. Các phương trình mô tả động lực 
học xe con cần trục ở dạng con lắc hai bậc tự do đã được khảo sát và 
tuyến tính hóa tại [38]. Tại phần này chỉ trình bày lại phương trình 

của hệ dao động tự do của  xe con cần trục được mô tả ở dạng 
con lắc hai bậc tự do sau khi được tuyến tính hóa

M̅�̈�𝐪 + K𝐪𝐪 = 0
Trong đó: M̅ ậ ối lượ ận độ ứng đượ
xác định như sau:

M̅ = [
m0 + m1 +m2 (m1 +m2)l1 m2l2
(m1 + m2)l1 (m1 +m2)l12 m2l1l2

m2l2 m2l1l2 m2l22
]

K = [
0 0 0
0 (m1 + m2)gl1 0
0 0 m2gl2

]

ệ ủ ạng thái, phương trình (1) cũng 
ể đượ ế ằ ộ ập các phương trình vi phân thông thườ

ậ ột như sau:
ẋ

ẋ
ẋ

ẋ
ẋ

ẋ
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phương tiế ế ớ ụ ủ ứ ặ ẳ
ằ ốc độ ệc và độ ỗ ự

ứu này cũng chỉ ừ ạ ở ế à đặ ệt là chưa thể
ế ớ ử ệ ứ ụ ể ự ế ả ấ

Tương tư, tại đề ứ ọ ấp trường thườ năm 
ả ồng Quân cũng đã thự ệ ứ ả

điề ể ố ậ ằng phương pháp 
ạ ạ ệu đầ ế ả ỏ ỗ ợ ế ế

điề ể ạ ứ ấy phương pháp rấ ứ ạ
ất lượng điề ể ốt hơn nhiề ớ ệc điề ể
ầ ụ ở ạ ắ ộ ậ ự

ứ ổ ến lượ ụ ỹ ật điề ể
ở ự ệu đầu vào để điề ể ệ ố ầ

ụ ở ạ ắ ậ ự ủ ễn văn Trung và các tác giả
Như vậ ệ ứu các phương pháp điề ển để

ảm rung độ ậ ầ
ụ ở ạ ắ ậ ự ớ ậ ự ở

nướ ấ ố ệ ả điề ể ở
ạ ắ ự ốt hơn nhiề ớ

ộ ậ ự ậ ệ ứ ứ ụng phương 
pháp điề ể ựa trên cơ sở ả ồi đầ ụ

ầ ụ ở ạ ắ ậ ự do để ảm rung độ
ậ ế ứ ấ ế ằ ậ ố ủ

ật nâng là luôn dao độ ầ ết các trườ ợ ầ
ụ ệ . Và cũng chính vì các lý do nêu trên nên trong tương lai 

ẽ ế ụ ứ ộ ố phương pháp điề ể
ụ ầ ụ ở ạ ắ ậ ự do để

so sánh xem trong các phương pháp đó thì phương pháp nào là hiệ
ả ấ ần làm tăng năng suấ ủ ầ ụ ả ể

nguy cơ tai nạn trên công trườ ến độ ự ả
ự ệ ụng đồ ờ ấp các đặ

ỹ ậ ủ ầ ụ ậ ế ế ế ạ ầ ụ
ự ủ ệt Nam đồ ời cũng sử ụ ế ả ứ

làm chuyên đề ụ ụ ục đích giả ạ ả ủ
ậc Đạ ọc và Sau Đạ ọc cũng như cùng vớ

gia hướ ớ ể ụ ự ế ả ất. Như vậ ừ
ậ ậ ụ ủ ứ ồ
ớ ệ ề ọ ầ ụ ở ạ ắ

ậ ự do và phương trình vi phân chuyển độ
ộ ố đặc điể ủa phương pháp điề ể ựa trên cơ 

ở ả ồi đầ ụ ầ ụ ở ạ
ắ ậ ự

ế ế ộ điề ển trên cơ sở ả ồi đầ ụ
ầ ụ ở ạ ắ ậ ự
ổn đị ủ ệ ống điề ể ế ủ

ầ ề ỏ ằ ố để ểm tra đánh giá, hỗ
ợ cho phương pháp điề ển trên cơ sở ả ồi đầ ụ

ầ ụ ở ạ ắ ậ ự

ậ ề ế ả ỏ ằ ố để ấ ả
ủa phương pháp

ế ậ

ọ ầ ụ ở ạ ắ ậ ự
và phương trình chuyển độ

ọ ầ ụ ở ạ ắ ậ
ự

Mô hình toán học xe con cần trục ở dạng con lắc hai bậc tự do sát với 
thực tế hơn so với mô hình xe con cần trục ở dạng con lắc một bậc tự 
do và được mô tả tại hình 1, dưới tâm xe con hoặc tâm puly đỉnh cần 
(đối với cần trục tự hành) là thanh cứng không trọng lượng có chiều 

treo khối lượng móc treo m và phía dưới móc treo là dây treo 
hàng có chiều dài để treo vật nâng có khối lượng m . Giả thiết rằng 
các chiều dài là không thay đổi. Xe con cần trục có khối lượng 

được di chuyển dưới tác động của lực phát động f. Gọi θ và θ lần 
lượt là các góc lắc của các khối lượng tập trung m quanh vị trí 
cân bằng thẳng đứng, g là gia tốc trọng trường và x là bậc tự do mô tả 
vị trí của xe con so với gốc tọa độ. Các phương trình mô tả động lực 
học xe con cần trục ở dạng con lắc hai bậc tự do đã được khảo sát và 
tuyến tính hóa tại [38]. Tại phần này chỉ trình bày lại phương trình 

của hệ dao động tự do của  xe con cần trục được mô tả ở dạng 
con lắc hai bậc tự do sau khi được tuyến tính hóa

M̅�̈�𝐪 + K𝐪𝐪 = 0
Trong đó: M̅ ậ ối lượ ận độ ứng đượ
xác định như sau:

M̅ = [
m0 + m1 +m2 (m1 +m2)l1 m2l2
(m1 + m2)l1 (m1 +m2)l12 m2l1l2

m2l2 m2l1l2 m2l22
]

K = [
0 0 0
0 (m1 + m2)gl1 0
0 0 m2gl2

]

ệ ủ ạng thái, phương trình (1) cũng 
ể đượ ế ằ ộ ập các phương trình vi phân thông thườ

ậ ột như sau:
ẋ

ẋ
ẋ

ẋ
ẋ

ẋ

Ở đây được xác đị ở = θ
= θ ậ ố ậ ố ủ ậ

ố ủ ả ọ ệ ệu đầu vào điề ể
ực phát độ ủa động cơ dẫn độ

ế ủ , đượ ậ ở 𝛤𝛤 ∆
∆ Ở đây Γ , và ∆ được xác đị

ải các đị ứ ủ ậ M̅ ẽ tìm ra đượ ầ ố
dao độ ủ ối lượ ậ ần lượ ω
ω ố ậ ủ ầ ục như 

ω1 = √g2 (α − √β)

ω2 = √g2 (α + √β)

Trong đó: 
α = m1 + m2

m1
(1l1

+ 1
l2
)

β = (m1 + m2
m1

)
2
(1l1

+ 1
l2
)
2
− 4 (m1 + m2

m1
) 1
l1l2

ộ ố đặc điể ủa phương pháp điề ể ự
trên cơ sở ả ồi đầ ụ ầ ụ ở ạ

ắ ậ ự

Như chúng ta biế ệ ống điề ể ể
đượ ạ ộ ạ ự ự ả ồ ạ

ạ ạ ự ự ả ồi đầ ộ ệ ống điề ể
ựa trên cơ sở ả ồ ạ ẽ ậ ụ ấ ả ạ ệ
ống để xác định đầu vào điề ể ủa nó. Phương pháp này yêu 

ầ ứ ủ ạ ế ấ ỳ ạ ẵ
ộ ự ạ ải đượ ế ế để đánh giá trạ

ệ ố ệ ố ể quan sát đượ ộ quan sát đượ
ậ ụng để ụ ạ ừ các phép đo lườ ề các đầ

và các đầ ệ ố ậ ộ ệ ống điề ển như thế
ự ợ ủ ộ ộ điề ể ộ ộ ạ ấ

điề ển như vậ ứ ạ ế ế ệ ống điề ển. Điề
này làm tăng chi phí thự ảm độ ậ ủ ệ ống điề

ể Đây là một nhược điể ố ữ ủ ế ế điề ể ự
cơ sở ả ồ ạ

ế ạ ẵn sàng cho các phép đo lườ ự ả
ồ ạ ẽ ấ ột cách đơn giả ề ế ế ộ ộ điề

ển. Đôi khi sự ả ồ ạ ở ấ ả
ạng thái không đầy đủ ự ế ầ ế ạ

ể quan sát được nhưng chúng không thể đo lườ ết đượ ế
ấ ầ ết để ộ ộ điề ể ựa trên cơ sở đầ

ể đo lường đượ
ằm để vượt qua các nhược điể ủ ế ế điề ể ự

trên cơ sở ả ồ ạ ế ế điề ể ựa trên cơ sở
ả ồi đầ ần đượ ứ ệ ống điề
ả ồi đầ ử ụng các đầ ủ ệ ống vì các đầ ủ ộ

ệ ố ả năng đo lường đượ ẵn sàng để ả
ồ ự ả ồi đầ ỉ ầ ự đo lườ ề các đầ ủ ệ ố

Ưu điểm đáng khen ngợ ể ạ ộ ế ế điề ển như 
ậ ều trườ ợ ự ế

Như chúng ta đã biế ở ạ ạ ễ
ậ ằ ầ ụ ở ạ ắ ậ ự

ồ ế ạ ụ ể như vị ậ ố ủ
ắ ậ ố ủ ắ ậ ậ ố ủ

ều trườ ợ ệ ậ ố ẳ ạn như vậ ố
ậ ố ậ ậ ố

độ ầ ết các trườ ợ
ặ ộ ệ ống điề ể ể đạ ệ ị

ặ ệ ắc dướ ạ ố để ậ ố ự
ọ ộ ệ ống điề ể ạ ố ấ ề ễ ế ồ

ẽ đượ ề ẳ ạn như sự
ủ ả ến là không đủ ễ ế ồ ề ặt điệ ừ

ế ộ ọ ấp đượ ấ ận để ử
ệ ậ ố ỉ ễ ế ồ ộ ố ệ

ẽ đượ ọc và hơn nữa nó đang gây ra khó khăn để đả ả ề
ặ ế ằ ệc đạ ệ ị ặ ệ ở
ạ ố ớ ộ ọ ấ ể ụ ậ ố

Như chúng ta đã biế ằ ộ ấ ủ ệ ầ
ụ ở ạ ắ ậ ự ị ụt cơ cấ ấp hành.  Đầ

điề ể ất được tác độ ả
ả ắ ở ếu tác động điề ể ằm để ổn đị ệ

ầ ụ ở ạ ắ ậ ự ố ệ tay đôi phứ
ạ ữ ự ị ế e con đượ ẫn độ ắ ếu tác độ

điề ể ải đượ
Như vậ ứ ẽ ảo sát điề ể ầ ụ

ở ạ ắ ậ ự ựa trên cơ sở ả ồi đầ ớ ả
ế ằ ị ắ ắ ải nâng là các đầ

ể đo lường đượ ả ết như vậ ẫu là khó khăn nhưng là thự
ế ự khó khăn đó là mộ ệ ị ụt cơ cấ ấp hành cao như vậ

ải đượ ổn đị ở ến đầ ị ớ ạ ự ế đó chỉ
ến đầ ị ớ ạ ể được đo lườ ự ế ề ặ

ết, cách để ự ổn đị ủ ộ ệ ống điề ể
ựa trên cơ sở ả ồi đầu ra như thế cũng là rất khó khăn bở
ệ ầ ụ ở ạ ắ ậ ự ế ứ
ạ ếu tác động điề ể ấ

ế ế ộ điề ển trên cơ sở ả ồi đầ ụ
ầ ụ ở ạ ắ ậ ự

Để ế ế ộ điề ể ầ ụ ở ạ ắ ậ
ự ựa trên cơ sở ả ồ đầu ra thì đầ ầ

phương trình vi phân củ ầ ụ ở ạ ắ ậ ự
đã đượ ế ậ ụ ể là các phương trình (1) và (2), về ặ
ọc thì 2 phương trình này là tương đương nhau. Tiếp theo là xét đế

ệ ụ điề ể ầ ụ ự ả ế ề ế ế điề
ể ựa trên cơ sở ả ồi đầ ạ ậ

ầ ụ ừ đó chúng ta có thể đưa ra 4 điề ện sau đây [26]:
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|𝜃𝜃1| <
𝜋𝜋
2 , |𝜃𝜃2| <

𝜋𝜋
2 , 𝑙𝑙1 ≥ 𝑙𝑙2

𝑥𝑥• , 𝜃𝜃
•
1 𝜃𝜃

•
2 là chưa biết

|𝑢𝑢(𝑡𝑡)| ≤ 𝑢𝑢𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚
𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑡𝑡→∞

𝑥𝑥(𝑡𝑡) = 𝑥𝑥𝑑𝑑, 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑡𝑡→∞𝜃𝜃1(𝑡𝑡) = 0, 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑡𝑡→∞

𝜃𝜃2(𝑡𝑡) = 0
hương trình (7) cho thấ ằ ợ ủ ệ ầ ụ

ở ạ ắ ậ ự ỉ ể ịu đượ ự kéo căng. Phương 
ể ệ ằ ệ ế ế điề ể ầ ụ ự

trên phương pháp p ả ồi đầu ra. Phương trình (9) thể ệ ằ ỉ
ự ớ ạ ể đượ ạ ởi các động cơ dẫn độ ị

ộ ề ặ ậ ệ ụ điề ể ệ ầ ụ ở
ạ ắ ậ ự ể đượ ế ậ ởi phương trình 

Như chúng ta biế ằ ự ụ độ ủ ầ ụ ở ạ
ắ ậ ự ể đượ ử ụng để ậ ệ ụ ậ
ển. Tuy nhiên, đị ật điề ể ựa trên cơ sở ụ độ

đây có chứ ậ ố ủ ẫ ớ ả ế
– – q̇ q̇ – – – ẋ

ề ặ ực quan, đị ật điề ể ỉ ể ệ ị
ậ ốc xe con đã đượ ẫn độ ệ ọ

có liên quan đế ả ồ ề ự ắ ủ ắ ậ ự
ụ ả ắ ột cách nhanh chóng. Để ể ả

ệ ệ ả điề ể ả ế ộ ể ứ
ả đượ ế ậ ằm để đạt đượ ế ế điề ể ự

trên cơ sở ả ồi đầ
ằm để ấ ệ ột cách đồ ời xe con có cơ cấ

ấp hành (đượ ẫn độ ả ọ ị ụt cơ cấ
ấ ộ ệ ố ợ ầ ả đượ ế ết. Để đạ

đượ ệ ố ợ ầ ọng đặc tính độ ự ọ
ủ ầ ụ ở ạ ắ ậ ự do đượ ể
ễ ại phương trình (1). Chính vì mục đích này nên lấ

phương trình (1) ầ ờ ả ế
. Thì ta có phương trình (12) như sau:
𝑥𝑥 + 𝑚𝑚2.𝑙𝑙2

𝑚𝑚𝑡𝑡
. [𝛽𝛽. 𝑠𝑠𝑙𝑙𝑠𝑠 𝜃𝜃1 + 𝑠𝑠𝑙𝑙𝑠𝑠 𝜃𝜃2] =

1
𝑚𝑚𝑡𝑡
∬𝑢𝑢 𝑑𝑑𝑡𝑡𝑑𝑑𝑡𝑡

Ở đây: 𝑙𝑙𝑡𝑡 = 𝑙𝑙0 +𝑙𝑙1 + 𝑙𝑙2, 𝑣𝑣à𝛽𝛽 = (𝑙𝑙1 + 𝑙𝑙2)
𝑙𝑙1
𝑚𝑚2
𝑙𝑙2
> 1

ấy đạo hàm phương trình (12) theo thờ đượ

𝑥𝑥• + 𝑚𝑚2.𝑙𝑙2
𝑚𝑚𝑡𝑡

. [𝛽𝛽. 𝜃𝜃1.
•
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝜃𝜃1 + 𝜃𝜃2.

•
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝜃𝜃2] =

1
𝑚𝑚𝑡𝑡
∫ 𝑢𝑢𝑑𝑑𝑡𝑡

ác đị ột phương trình dạng năng lượ
𝐸𝐸𝑝𝑝 =

1
2𝑚𝑚𝑡𝑡

. (∫ 𝑢𝑢𝑑𝑑𝑡𝑡)2

ấy đạ ờ ủa phương trình (4.7) bằ
ế phương trình (4.6) vào ta đượ

𝐸𝐸𝑝𝑝
•
= [𝑥𝑥• + 𝑚𝑚2.𝑙𝑙2

𝑚𝑚𝑡𝑡
. (𝛽𝛽. 𝜃𝜃1.

•
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝜃𝜃1 + 𝜃𝜃2.

•
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝜃𝜃2)] . 𝑢𝑢

ế ỷ ố 𝑙𝑙2𝑙𝑙2/𝑙𝑙𝑡𝑡 ằ ộ ố 𝛼𝛼 
phương trình (15)  để ạ xác định dương. Thành thử
ạ ế ủa phương trình (12) và xác đị ệ ố ợ

[27] như sau:
∅ = 𝑥𝑥 + 𝛼𝛼. [𝛽𝛽. 𝑠𝑠𝑙𝑙𝑠𝑠 𝜃𝜃1 + 𝑠𝑠𝑙𝑙𝑠𝑠 𝜃𝜃2]

Ở đây α <0 là mộ ằ ố xác định trướ

ếp theo xét đế ự ế ột cách tương tự ố năng 
lượng cũng phải đượ ến đổ ụ ể được xác định như sau:

𝐸𝐸∅
•
= 𝑥𝑥• . 𝑢𝑢 + 𝛼𝛼. 𝑢𝑢. (𝛽𝛽. 𝜃𝜃1.

•
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝜃𝜃1 + 𝜃𝜃2.

•
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝜃𝜃2)

Xác đị
𝐸𝐸𝑚𝑚
•
= 𝑥𝑥• . 𝑢𝑢

𝐸𝐸𝑐𝑐
•
= 𝛼𝛼. 𝑢𝑢. (𝛽𝛽. 𝜃𝜃1.

•
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝜃𝜃1 + 𝜃𝜃2.

•
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝜃𝜃2)

𝐸𝐸∅
•
= 𝐸𝐸𝑚𝑚

•
+ 𝐸𝐸𝑐𝑐

•

rong đó E ệu cho đầu ra điề ể ứ ụ
đượ ẫn độ có nghĩa là đầu vào điề ển tác động đế

ả ị ụt cơ cấ ấ ằ ộp các phương 
ẵ

ể ứ ủ cũng có thể đượ
ại phương trình Ė q̇ 𝑥𝑥• ề ặt cơ sở ậ ấ ằ

ổng năng lượ ề ặt cơ họ ủ ệ ầ ụ ở ạ
ắ ậ ự do. Do đó,  biể ứ ủ ể được xác đị

như sau:
𝐸𝐸𝑚𝑚 = 1

2 𝑞𝑞
𝑇𝑇
•
𝑀𝑀(𝑞𝑞)𝑞𝑞• + (𝑙𝑙1 + 𝑙𝑙2)𝑔𝑔𝑙𝑙1(1 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝜃𝜃1) +𝑙𝑙2𝑔𝑔𝑙𝑙2(1 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝜃𝜃2)

ơn nữ ể ứ ủ ạ

𝐸𝐸𝑐𝑐 = −𝛼𝛼

{
 
 
 
 

 
 
 
 (𝑚𝑚1+𝑚𝑚2)2

2𝑚𝑚2𝑙𝑙2
𝑙𝑙12𝜃𝜃12

•
𝑠𝑠𝑙𝑙𝑠𝑠 𝜃𝜃12

+ 1
2𝑙𝑙2𝑙𝑙2𝜃𝜃22

•
𝑠𝑠𝑙𝑙𝑠𝑠 𝜃𝜃22

+(𝑙𝑙1 + 𝑙𝑙2)𝑙𝑙1𝜃𝜃1
•
𝜃𝜃2
•
𝑠𝑠𝑙𝑙𝑠𝑠 𝜃𝜃1 𝑠𝑠𝑙𝑙𝑠𝑠 𝜃𝜃2

+𝑚𝑚0.(𝑚𝑚1+𝑚𝑚2)
2𝑚𝑚2𝑙𝑙2

𝑙𝑙11𝜃𝜃12
•

+𝑚𝑚0+𝑚𝑚1
2 𝑙𝑙2𝜃𝜃22

•
+ 𝑙𝑙0𝑙𝑙1𝜃𝜃1

•
𝜃𝜃2
•
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠(𝜃𝜃1 − 𝜃𝜃2)

+𝑙𝑙𝑡𝑡𝑔𝑔[𝛽𝛽(1 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝜃𝜃1) + (1 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝜃𝜃2)] }
 
 
 
 

 
 
 
 

Đặ
𝐸𝐸∅ = 𝐸𝐸𝑚𝑚 + 𝐸𝐸𝑐𝑐

ở đây E ần lượt  được xác đị ởi các phương trình (20) và (21).
ằ ế ập phương trình (16) thì tín hiệ ố ợ

ộ ự ế ợ ế ủ 𝜃𝜃1 𝜃𝜃2 ộ ệ ố ợp như 
ậ ể ụp đượ ất độ ự ọ ủ 𝜃𝜃1 𝜃𝜃2

ệ ụ điề ể ủ ệ ầ ụ ở ạ ắ
ậ ự ể ế ậ ằ ∅ → 𝑥𝑥𝑑𝑑. Hoàn toàn tương tự ộ
ệ ống như tín hiệ ố ể được xác đị ựa trên cơ sở ủ

ệ ố ợ ∅
𝑒𝑒∅ = ∅ − 𝑥𝑥𝑑𝑑 = 𝑒𝑒𝑚𝑚 + 𝛼𝛼[𝛽𝛽 𝑠𝑠𝑙𝑙𝑠𝑠 𝜃𝜃1 + 𝑠𝑠𝑙𝑙𝑠𝑠 𝜃𝜃2]

Ở đây 𝑒𝑒𝑚𝑚 = 𝑥𝑥 − 𝑥𝑥𝑑𝑑 ố ề ị ừ phương trình (23), có 
ể ấ ằ ệ ụ điề ể ẽ đạt đượ ằ ể ễ

𝑒𝑒∅ → 0 ớ ộ điề ển đang đượ ế ế
Xét đế ệ ố ố ạng liên quan đế ộ ố ố

được đưa vào 𝐸𝐸∅ ại phương trình (22) để đạt đượ ộ ạ
năng lượng như sau:

𝐸𝐸𝑒𝑒∅ = 𝐸𝐸∅ +
2𝑘𝑘𝑝𝑝
𝜋𝜋 [𝑒𝑒∅ 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑐𝑐𝑡𝑡𝑎𝑎𝑠𝑠( 𝑒𝑒∅) −

1
2 𝑙𝑙𝑐𝑐𝑔𝑔( 1 + 𝑒𝑒∅

2)]
ở đây k ệ ộ ố điề ển dương. Lấy đạ
𝐸𝐸𝑒𝑒∅ ờ

𝐸𝐸𝑒𝑒∅
•
= 𝑒𝑒∅

• [𝑢𝑢 + 2𝑘𝑘𝑝𝑝
𝜋𝜋 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑐𝑐𝑡𝑡𝑎𝑎𝑠𝑠( 𝑒𝑒∅)]
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|𝜃𝜃1| <
𝜋𝜋
2 , |𝜃𝜃2| <

𝜋𝜋
2 , 𝑙𝑙1 ≥ 𝑙𝑙2

𝑥𝑥• , 𝜃𝜃
•
1 𝜃𝜃

•
2 là chưa biết

|𝑢𝑢(𝑡𝑡)| ≤ 𝑢𝑢𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚
𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑡𝑡→∞

𝑥𝑥(𝑡𝑡) = 𝑥𝑥𝑑𝑑, 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑡𝑡→∞𝜃𝜃1(𝑡𝑡) = 0, 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑡𝑡→∞

𝜃𝜃2(𝑡𝑡) = 0
hương trình (7) cho thấ ằ ợ ủ ệ ầ ụ

ở ạ ắ ậ ự ỉ ể ịu đượ ự kéo căng. Phương 
ể ệ ằ ệ ế ế điề ể ầ ụ ự

trên phương pháp p ả ồi đầu ra. Phương trình (9) thể ệ ằ ỉ
ự ớ ạ ể đượ ạ ởi các động cơ dẫn độ ị

ộ ề ặ ậ ệ ụ điề ể ệ ầ ụ ở
ạ ắ ậ ự ể đượ ế ậ ởi phương trình 

Như chúng ta biế ằ ự ụ độ ủ ầ ụ ở ạ
ắ ậ ự ể đượ ử ụng để ậ ệ ụ ậ
ển. Tuy nhiên, đị ật điề ể ựa trên cơ sở ụ độ

đây có chứ ậ ố ủ ẫ ớ ả ế
– – q̇ q̇ – – – ẋ

ề ặ ực quan, đị ật điề ể ỉ ể ệ ị
ậ ốc xe con đã đượ ẫn độ ệ ọ

có liên quan đế ả ồ ề ự ắ ủ ắ ậ ự
ụ ả ắ ột cách nhanh chóng. Để ể ả

ệ ệ ả điề ể ả ế ộ ể ứ
ả đượ ế ậ ằm để đạt đượ ế ế điề ể ự

trên cơ sở ả ồi đầ
ằm để ấ ệ ột cách đồ ời xe con có cơ cấ

ấp hành (đượ ẫn độ ả ọ ị ụt cơ cấ
ấ ộ ệ ố ợ ầ ả đượ ế ết. Để đạ

đượ ệ ố ợ ầ ọng đặc tính độ ự ọ
ủ ầ ụ ở ạ ắ ậ ự do đượ ể
ễ ại phương trình (1). Chính vì mục đích này nên lấ

phương trình (1) ầ ờ ả ế
. Thì ta có phương trình (12) như sau:
𝑥𝑥 + 𝑚𝑚2.𝑙𝑙2

𝑚𝑚𝑡𝑡
. [𝛽𝛽. 𝑠𝑠𝑙𝑙𝑠𝑠 𝜃𝜃1 + 𝑠𝑠𝑙𝑙𝑠𝑠 𝜃𝜃2] =

1
𝑚𝑚𝑡𝑡
∬𝑢𝑢 𝑑𝑑𝑡𝑡𝑑𝑑𝑡𝑡

Ở đây: 𝑙𝑙𝑡𝑡 = 𝑙𝑙0 +𝑙𝑙1 + 𝑙𝑙2, 𝑣𝑣à𝛽𝛽 = (𝑙𝑙1 + 𝑙𝑙2)
𝑙𝑙1
𝑚𝑚2
𝑙𝑙2
> 1

ấy đạo hàm phương trình (12) theo thờ đượ

𝑥𝑥• + 𝑚𝑚2.𝑙𝑙2
𝑚𝑚𝑡𝑡

. [𝛽𝛽. 𝜃𝜃1.
•
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝜃𝜃1 + 𝜃𝜃2.

•
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝜃𝜃2] =

1
𝑚𝑚𝑡𝑡
∫ 𝑢𝑢𝑑𝑑𝑡𝑡

ác đị ột phương trình dạng năng lượ
𝐸𝐸𝑝𝑝 =

1
2𝑚𝑚𝑡𝑡

. (∫ 𝑢𝑢𝑑𝑑𝑡𝑡)2

ấy đạ ờ ủa phương trình (4.7) bằ
ế phương trình (4.6) vào ta đượ

𝐸𝐸𝑝𝑝
•
= [𝑥𝑥• + 𝑚𝑚2.𝑙𝑙2

𝑚𝑚𝑡𝑡
. (𝛽𝛽. 𝜃𝜃1.

•
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝜃𝜃1 + 𝜃𝜃2.

•
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝜃𝜃2)] . 𝑢𝑢

ế ỷ ố 𝑙𝑙2𝑙𝑙2/𝑙𝑙𝑡𝑡 ằ ộ ố 𝛼𝛼 
phương trình (15)  để ạ xác định dương. Thành thử
ạ ế ủa phương trình (12) và xác đị ệ ố ợ

[27] như sau:
∅ = 𝑥𝑥 + 𝛼𝛼. [𝛽𝛽. 𝑠𝑠𝑙𝑙𝑠𝑠 𝜃𝜃1 + 𝑠𝑠𝑙𝑙𝑠𝑠 𝜃𝜃2]

Ở đây α <0 là mộ ằ ố xác định trướ

ếp theo xét đế ự ế ột cách tương tự ố năng 
lượng cũng phải đượ ến đổ ụ ể được xác định như sau:

𝐸𝐸∅
•
= 𝑥𝑥• . 𝑢𝑢 + 𝛼𝛼. 𝑢𝑢. (𝛽𝛽. 𝜃𝜃1.

•
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝜃𝜃1 + 𝜃𝜃2.

•
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝜃𝜃2)

Xác đị
𝐸𝐸𝑚𝑚
•
= 𝑥𝑥• . 𝑢𝑢

𝐸𝐸𝑐𝑐
•
= 𝛼𝛼. 𝑢𝑢. (𝛽𝛽. 𝜃𝜃1.

•
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝜃𝜃1 + 𝜃𝜃2.

•
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝜃𝜃2)

𝐸𝐸∅
•
= 𝐸𝐸𝑚𝑚

•
+ 𝐸𝐸𝑐𝑐

•

rong đó E ệu cho đầu ra điề ể ứ ụ
đượ ẫn độ có nghĩa là đầu vào điề ển tác động đế

ả ị ụt cơ cấ ấ ằ ộp các phương 
ẵ

ể ứ ủ cũng có thể đượ
ại phương trình Ė q̇ 𝑥𝑥• ề ặt cơ sở ậ ấ ằ

ổng năng lượ ề ặt cơ họ ủ ệ ầ ụ ở ạ
ắ ậ ự do. Do đó,  biể ứ ủ ể được xác đị

như sau:
𝐸𝐸𝑚𝑚 = 1

2 𝑞𝑞
𝑇𝑇
•
𝑀𝑀(𝑞𝑞)𝑞𝑞• + (𝑙𝑙1 + 𝑙𝑙2)𝑔𝑔𝑙𝑙1(1 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝜃𝜃1) +𝑙𝑙2𝑔𝑔𝑙𝑙2(1 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝜃𝜃2)

ơn nữ ể ứ ủ ạ

𝐸𝐸𝑐𝑐 = −𝛼𝛼

{
 
 
 
 

 
 
 
 (𝑚𝑚1+𝑚𝑚2)2

2𝑚𝑚2𝑙𝑙2
𝑙𝑙12𝜃𝜃12

•
𝑠𝑠𝑙𝑙𝑠𝑠 𝜃𝜃12

+ 1
2𝑙𝑙2𝑙𝑙2𝜃𝜃22

•
𝑠𝑠𝑙𝑙𝑠𝑠 𝜃𝜃22

+(𝑙𝑙1 + 𝑙𝑙2)𝑙𝑙1𝜃𝜃1
•
𝜃𝜃2
•
𝑠𝑠𝑙𝑙𝑠𝑠 𝜃𝜃1 𝑠𝑠𝑙𝑙𝑠𝑠 𝜃𝜃2

+𝑚𝑚0.(𝑚𝑚1+𝑚𝑚2)
2𝑚𝑚2𝑙𝑙2

𝑙𝑙11𝜃𝜃12
•

+𝑚𝑚0+𝑚𝑚1
2 𝑙𝑙2𝜃𝜃22

•
+ 𝑙𝑙0𝑙𝑙1𝜃𝜃1

•
𝜃𝜃2
•
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠(𝜃𝜃1 − 𝜃𝜃2)

+𝑙𝑙𝑡𝑡𝑔𝑔[𝛽𝛽(1 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝜃𝜃1) + (1 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝜃𝜃2)] }
 
 
 
 

 
 
 
 

Đặ
𝐸𝐸∅ = 𝐸𝐸𝑚𝑚 + 𝐸𝐸𝑐𝑐

ở đây E ần lượt  được xác đị ởi các phương trình (20) và (21).
ằ ế ập phương trình (16) thì tín hiệ ố ợ

ộ ự ế ợ ế ủ 𝜃𝜃1 𝜃𝜃2 ộ ệ ố ợp như 
ậ ể ụp đượ ất độ ự ọ ủ 𝜃𝜃1 𝜃𝜃2

ệ ụ điề ể ủ ệ ầ ụ ở ạ ắ
ậ ự ể ế ậ ằ ∅ → 𝑥𝑥𝑑𝑑. Hoàn toàn tương tự ộ
ệ ống như tín hiệ ố ể được xác đị ựa trên cơ sở ủ

ệ ố ợ ∅
𝑒𝑒∅ = ∅ − 𝑥𝑥𝑑𝑑 = 𝑒𝑒𝑚𝑚 + 𝛼𝛼[𝛽𝛽 𝑠𝑠𝑙𝑙𝑠𝑠 𝜃𝜃1 + 𝑠𝑠𝑙𝑙𝑠𝑠 𝜃𝜃2]

Ở đây 𝑒𝑒𝑚𝑚 = 𝑥𝑥 − 𝑥𝑥𝑑𝑑 ố ề ị ừ phương trình (23), có 
ể ấ ằ ệ ụ điề ể ẽ đạt đượ ằ ể ễ

𝑒𝑒∅ → 0 ớ ộ điề ển đang đượ ế ế
Xét đế ệ ố ố ạng liên quan đế ộ ố ố

được đưa vào 𝐸𝐸∅ ại phương trình (22) để đạt đượ ộ ạ
năng lượng như sau:

𝐸𝐸𝑒𝑒∅ = 𝐸𝐸∅ +
2𝑘𝑘𝑝𝑝
𝜋𝜋 [𝑒𝑒∅ 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑐𝑐𝑡𝑡𝑎𝑎𝑠𝑠( 𝑒𝑒∅) −

1
2 𝑙𝑙𝑐𝑐𝑔𝑔( 1 + 𝑒𝑒∅

2)]
ở đây k ệ ộ ố điề ển dương. Lấy đạ
𝐸𝐸𝑒𝑒∅ ờ

𝐸𝐸𝑒𝑒∅
•
= 𝑒𝑒∅

• [𝑢𝑢 + 2𝑘𝑘𝑝𝑝
𝜋𝜋 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑐𝑐𝑡𝑡𝑎𝑎𝑠𝑠( 𝑒𝑒∅)]

ế ấ ả ế ạ ể đo lường được thì đị
ật điề ể ựa trên cơ sở ả ồ ạ ủ

ầ ụ ở ạ ắ ậ ự ể đượ ế ế như sau:
𝑢𝑢 = − 2𝑘𝑘𝑝𝑝

𝜋𝜋 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎( 𝑒𝑒∅) − 2𝑘𝑘𝑝𝑝
𝜋𝜋 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎( 𝑒𝑒∅

• )
ở đây k ệ ố điề ển dương khác. Mộ ể

ế ại phương trình (26) vào phương trình (25) ta có :
𝐸𝐸𝑒𝑒∅

•
= − 2𝑘𝑘𝑝𝑝

𝜋𝜋 𝑒𝑒∅
• 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎( 𝑒𝑒∅

• ) ≤ 0
ậ ệ ả ế ại phương trình (8) thể ện đị

ật điề ển trong phương trình (26) có thể đượ ế ằ ộ
ố ệ ậ ố ục đích này mà chúng ta có thể ự

phương trình năng lượ ựa vào phương trình (24), cụ ể đượ
ế ậ ằng như sau:

𝑉𝑉 = 𝐸𝐸∅ + 2𝑘𝑘𝑝𝑝
𝜋𝜋 [𝑒𝑒∅ 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎( 𝑒𝑒∅) − 1

2 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙( 1 + 𝑒𝑒∅
2)]

+ 2
𝜋𝜋 {(𝜒𝜒 + 𝑘𝑘𝑑𝑑𝑒𝑒∅) 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎(𝜒𝜒 + 𝑘𝑘𝑑𝑑𝑒𝑒∅) − 1

2 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙(1 + (𝜒𝜒 + 𝑘𝑘𝑑𝑑𝑒𝑒∅)2)}
Trong đó 𝜒𝜒 ệ ụ, đượ ạ ởi phương trình sau:

𝜒𝜒• + 𝑘𝑘𝑑𝑑𝜒𝜒 = −𝑘𝑘𝑑𝑑
2𝑒𝑒∅

ấy đạ ủ ờ
𝑉𝑉
•

= 𝑒𝑒∅
• [𝑢𝑢 + 2𝑘𝑘𝑝𝑝

𝜋𝜋 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎( 𝑒𝑒∅) + 2𝑘𝑘𝑑𝑑
𝜋𝜋 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎(𝜒𝜒 + 𝑘𝑘𝑑𝑑𝑒𝑒∅)]

− 2𝑘𝑘𝑑𝑑
𝜋𝜋

(𝜒𝜒 + 𝑘𝑘𝑑𝑑𝑒𝑒∅) 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎(𝜒𝜒 + 𝑘𝑘𝑑𝑑𝑒𝑒∅)
heo phương trình (30), sự ế ế đị ật điề ể ự

trên cơ sở ả ồi đầu ra được xác định như sau:
𝑢𝑢 = − 2𝑘𝑘𝑝𝑝

𝜋𝜋 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎( 𝑒𝑒∅) − 2𝑘𝑘𝑑𝑑
𝜋𝜋 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎(𝜒𝜒 + 𝑘𝑘𝑑𝑑𝑒𝑒∅)

Trong đó 𝑘𝑘𝑝𝑝 𝑘𝑘𝑑𝑑 ằ ố dương. Vì |𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎( •)| ≤ 𝜋𝜋
2

đúng, nên tồ ạ
|𝑢𝑢| ≤ 𝑘𝑘𝑑𝑑 + 𝑘𝑘𝑝𝑝

Đặ 𝑢𝑢𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 ≥ 𝑘𝑘𝑝𝑝 + 𝑘𝑘𝑑𝑑. Điều này có nghĩa rằng đị ật điề ể
ể đồ ừ ậ ả ế ừ phương trình (23) 

ấ ệ ố ợ ại phương trình (23) bổ
ự ả ồ ự ắc vào đị ật điề ển và do đó tín 
ệ ố ợ ả ệ ự ắ ần có liên quan đế ự ắc. Xét đị ậ

điề ển đã đề ấ ại (31), đị ật điề ể ứ
ệ ậ ốc và cũng không có các phép đạ

ệ ắ ặ ệ ị trí đượ ầ

ự ổn đị ủ ệ ống điề ể ả ồi đầ
ự ế ủ

ểu đị 𝐸𝐸∅ ại phương trình (22) là xác định dương
ứng minh đị :  Xét phương trình (22) có hai số ạ

đó là E có liên quan trong phương trình (22). Vớ ổ
năng lượ ủ ệ ầ ụ ở ạ ắ ậ ự
đương nhiên là xác định dương. Trườ ợ ỉ ằ 𝐸𝐸∅

định dương nế ế năng có thể là xác định dương.
ể ứ ủ ừ phương trình (21), phương trình sau 

đây có thể có được như sau:
𝐸𝐸𝑐𝑐
𝛼𝛼 = (𝑚𝑚1+𝑚𝑚2)2

2𝑚𝑚2𝑙𝑙2
𝑙𝑙1

2𝜃𝜃1
2

•
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑎𝑎 𝜃𝜃1

2 − 1
2 𝑚𝑚2𝑙𝑙2𝜃𝜃2

2
•

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑎𝑎 𝜃𝜃2
2 − (𝑚𝑚1 + 𝑚𝑚2)𝑙𝑙1𝜃𝜃1

•
𝜃𝜃2

•
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑎𝑎 𝜃𝜃1 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑎𝑎 𝜃𝜃2 −

𝑚𝑚.(𝑚𝑚1+𝑚𝑚2)
2𝑚𝑚2𝑙𝑙2

𝑙𝑙1
2𝜃𝜃1

2
•

− 𝑚𝑚+𝑚𝑚1
2 𝑙𝑙2𝜃𝜃2

2
•

− 𝑚𝑚𝑙𝑙1𝜃𝜃1
•

𝜃𝜃2
•

𝑎𝑎𝑙𝑙𝑠𝑠(𝜃𝜃1 − 𝜃𝜃2) − 𝑚𝑚𝑡𝑡𝑙𝑙[𝛽𝛽(1 − 𝑎𝑎𝑙𝑙𝑠𝑠 𝜃𝜃1) +

(1 − 𝑎𝑎𝑙𝑙𝑠𝑠 𝜃𝜃2)] = 𝐸𝐸𝑐𝑐𝑘𝑘 − 𝑚𝑚𝑡𝑡𝑙𝑙[𝛽𝛽(1 − 𝑎𝑎𝑙𝑙𝑠𝑠 𝜃𝜃1) + (1 − 𝑎𝑎𝑙𝑙𝑠𝑠 𝜃𝜃2)]

ơn nữ ể có đượ ằ ận như sau: 

𝐸𝐸𝑐𝑐𝑘𝑘 ≤ − [
(𝑚𝑚1 + 𝑚𝑚2)

√2𝑚𝑚2𝑙𝑙2
𝑙𝑙1𝜃𝜃1

•
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑎𝑎 𝜃𝜃1 + √𝑚𝑚2𝑙𝑙2

2 𝜃𝜃2
•

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑎𝑎 𝜃𝜃2]

2

− 𝑚𝑚0𝑙𝑙1
2

2𝑙𝑙2
+ 𝑚𝑚1𝑙𝑙1 |𝜃𝜃1

•
| |𝜃𝜃2

•
|

= − [(𝑚𝑚1+𝑚𝑚2)
√2𝑚𝑚2𝑙𝑙2

𝑙𝑙1𝜃𝜃1
•

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑎𝑎 𝜃𝜃1 + √𝑚𝑚2𝑙𝑙2
2 𝜃𝜃2

•
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑎𝑎 𝜃𝜃2]

2
− 𝑚𝑚0

2 [ 𝑙𝑙1
√𝑙𝑙2

|𝜃𝜃1
•

| − √𝑙𝑙2 |𝜃𝜃2
•

|]
2

|𝑎𝑎𝑙𝑙𝑠𝑠( 𝜃𝜃1 − 𝜃𝜃2)| ≤ 1 ứ ất đẳ ứ
đây có thể đượ ừ các phương trình (33) và (34)

𝐸𝐸𝑐𝑐 ≥ −𝛼𝛼 [(𝑚𝑚1+𝑚𝑚2)
√2𝑚𝑚2𝑙𝑙2

𝑙𝑙1𝜃𝜃1
•

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑎𝑎 𝜃𝜃1 + √𝑚𝑚2𝑙𝑙2
2 𝜃𝜃2

•
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑎𝑎 𝜃𝜃2]

2
− 𝛼𝛼𝑚𝑚0

2 [ 𝑙𝑙1
√𝑙𝑙2

|𝜃𝜃1
•

| − √𝑙𝑙2 |𝜃𝜃2
•

|]
2

−𝛼𝛼𝑚𝑚𝑡𝑡𝑙𝑙[𝛽𝛽(1 − 𝑎𝑎𝑙𝑙𝑠𝑠 𝜃𝜃1) + (1 − 𝑎𝑎𝑙𝑙𝑠𝑠 𝜃𝜃2)]
Như đã xác định trong phương trình (16), hằ ố xác định trướ

α là âm. E ể đượ ừ phương trình (35), đó là, E
định dương. Do đó, 𝐸𝐸∅ trong phương tình (22) là xác định dương. 
Hoàn toàn tương tự ố năng lượ ẳ ạn như 𝐸𝐸𝑒𝑒∅

𝑉𝑉 cũng là xác định dương.
ểu đị : Đị ật điề ển (31) luôn luôn đả

ả ằ | ≤ và điể ằ ủ ệ ống điề ể
ự ổn đị ệ ận, đó là: 

𝑙𝑙𝑠𝑠𝑚𝑚
𝑡𝑡→∞

‖[𝑒𝑒𝑚𝑚, 𝑥𝑥• , 𝜃𝜃1, 𝜃𝜃1
•

, 𝜃𝜃2, 𝜃𝜃1
•

]
𝑇𝑇

‖ = 0
ứng minh đị ấy hàm năng lượng V trong phương 

trình (28) để xem như mộ ế
xác định dương. Do đó, đạ ủ ể đượ ết như sau:

𝑉𝑉
•

= − 2𝑘𝑘𝑑𝑑
𝜋𝜋 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎(𝜒𝜒 + 𝑘𝑘𝑑𝑑𝑒𝑒∅∅) 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎(𝜒𝜒 + 𝑘𝑘𝑑𝑑𝑒𝑒∅)

Trong đó 𝜃𝜃
•

• 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎( 𝜃𝜃) > 0 đố ớ 𝜃𝜃 ấ
ừ 𝑒𝑒𝑚𝑚 = 𝑥𝑥 − 𝑥𝑥𝑑𝑑, 𝑒𝑒𝑚𝑚

• = 𝑥𝑥• , hơn nữa, khi xem xét các phương 
ể ể ứ

𝑉𝑉 ∈ 𝐿𝐿∞ ⇒ 𝑒𝑒𝜑𝜑, 𝑒𝑒𝑚𝑚
• , 𝜃𝜃1, 𝜃𝜃2, 𝑒𝑒𝑚𝑚, 𝑥𝑥 ∈ 𝐿𝐿∞

ét điề ệ  |𝑢𝑢| ≤ 𝑢𝑢𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 ế phương trình (38) vào 
phương trình củ ệ ầ ụ ở ạ ắ ậ ự
ẫn đế ế ả

𝑥𝑥••, 𝜃𝜃
••

1, 𝜃𝜃
••

2 ∈ 𝐿𝐿∞
o đó, điể ằ ủ ệ ống điề ể
ầ ụ ở ạ ắ ậ ự ổn định theo hướ ủ

ằm để ự ổn đị ệ ậ ủ ệ ống điề
ể ộ ập như sau được xác đị

Ψ = {(𝑒𝑒𝑚𝑚, 𝜃𝜃1, 𝜃𝜃2, 𝑥𝑥• , 𝜃𝜃1
•

, 𝜃𝜃2
•

) : 𝑉𝑉
•

= 0}
Đặ Ω ậ ấ ế ớ ấ Ѱ ậy thì các phương trình 

sau đây có thể đượ ừ phương trình (37) 
𝜒𝜒 + 𝑘𝑘𝑑𝑑𝑒𝑒∅ = 0
𝜒𝜒• + 𝑘𝑘𝑑𝑑𝑒𝑒•∅ = 0

hương trình (41) muố ỉ ằng phương trình (42) luôn luôn 
đúng trong tậ Ѱ, đượ ừ ương trình (30) và (31) như sau: 

𝜒𝜒• = 0
𝑢𝑢 = − 2𝑘𝑘𝑝𝑝

𝜋𝜋 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎( 𝑒𝑒∅)
ế phương trình (42) vào phương trình thứ ủa phương 

(41) ta đượ
𝑒𝑒∅

• = 0 ⇔ 𝑒𝑒𝑚𝑚
• + 𝛼𝛼 [𝛽𝛽𝜃𝜃1

•
𝑎𝑎𝑙𝑙𝑠𝑠 𝜃𝜃1 + 𝜃𝜃2

•
𝑎𝑎𝑙𝑙𝑠𝑠 𝜃𝜃2] = 0

o đó, phương trình (44) có thể đượ ừ các phương trình 
(41) và (42), đượ ế ở ạng như sau:
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𝑒𝑒∅
• = 𝜆𝜆1 ⇒ 𝑢𝑢 = − 2𝑘𝑘𝑝𝑝

𝜋𝜋 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎( 𝜆𝜆1)
ớ 𝜆𝜆1 ộ ắ ố đượ định. Để ứ

sau đây đượ ầ ầ ứ ấ ằ
�̇�𝑒𝑥𝑥 ớ ấ ậ ến đổ Ω

ừ phương trình (43) ta có:
𝑒𝑒∅
•• = 0

⇒ 𝛼𝛼 [(𝑚𝑚1 + 𝑚𝑚2)𝑙𝑙1 (𝜃𝜃1
••

𝑎𝑎𝑐𝑐𝑐𝑐 𝜃𝜃1 − 𝜃𝜃1
2 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑎𝑎 𝜃𝜃1) + 𝑚𝑚2𝑙𝑙2𝜃𝜃2

••
𝑎𝑎𝑐𝑐𝑐𝑐 𝜃𝜃2 − 𝑚𝑚2𝑙𝑙2𝜃𝜃2

2
•

𝑎𝑎𝑐𝑐𝑐𝑐 𝜃𝜃2] = −𝑚𝑚2𝑙𝑙2          

ằng cách so sánh phương ới phương trình (1), 
ể ế ậ ằ
𝛼𝛼[𝑢𝑢 − 𝑚𝑚𝑡𝑡𝑥𝑥••] = −𝑚𝑚2𝑙𝑙2𝑥𝑥•• ⇒ 𝑥𝑥•• = 2𝛼𝛼𝑘𝑘𝑝𝑝 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑡𝑡𝑎𝑎𝑎𝑎(𝜆𝜆1)

𝜋𝜋[𝛼𝛼𝑚𝑚𝑡𝑡−𝑚𝑚2𝑙𝑙2]

ét phương trình (44). Giả ế ằ  𝜆𝜆1 = 0, phương trình (46) 
đượ ể ễn như sau:

𝑒𝑒𝑥𝑥
• = 𝑥𝑥• = − 2𝛼𝛼𝑘𝑘𝑝𝑝 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑡𝑡𝑎𝑎𝑎𝑎(𝜆𝜆1)

𝜋𝜋[𝛼𝛼𝑚𝑚𝑡𝑡−𝑚𝑚2𝑙𝑙2] 𝑎𝑎 + 𝜆𝜆2 ⇒ |𝑒𝑒𝑥𝑥
• | → ∞, 𝑎𝑎 → ∞, 𝜆𝜆2 ∈ 𝑅𝑅

ớ ệ 𝜆𝜆2 ộ ằ ố ế ả trong phương trình 
(47) không ăn khớ ớ ế ận sau đây trong phương trình (38):

𝑒𝑒𝑥𝑥
• ∈ 𝐿𝐿∞

o đó, 𝜆𝜆1 ậ ể ế ậ ừ các phương trình 
ằ

𝑒𝑒∅ = 0, 𝑢𝑢 = 0, 𝑥𝑥•• = 0, 𝑒𝑒𝑥𝑥
• = 𝜆𝜆2

Tương tự ả ế ằ 𝜆𝜆2 |𝑒𝑒𝑥𝑥| =
|𝜆𝜆`1 + 𝜆𝜆`2| → ∞ 𝑎𝑎 → ∞ ớ 𝜆𝜆`3 ằ ố, trái ngượ ớ 𝑒𝑒𝑥𝑥 ∈ 𝐿𝐿∞
trong phương trình (48). Kế ả 𝜆𝜆`2

𝑒𝑒𝑥𝑥
• = 0, 𝑥𝑥• = 0, 𝑒𝑒𝑥𝑥 = 𝜆𝜆3

ơn nữ ồ ể ậ ừ các phương trình (23), 
ằ

𝛽𝛽 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑎𝑎 𝜃𝜃1 + 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑎𝑎 𝜃𝜃2 = − 𝜆𝜆3
𝛼𝛼

𝛽𝛽𝜃𝜃1
•

𝑎𝑎𝑐𝑐𝑐𝑐 𝜃𝜃1 + 𝜃𝜃1
•

𝑎𝑎𝑐𝑐𝑐𝑐 𝜃𝜃2 = 0
ậ ến đổ ớ ấ Ω �̈�𝑥 ừ phương trình (48) 

ế điề ện này vào phương trình mô tả ầ ụ ở
ạ ắ ậ ự do (1). Sau đó, xem xét lạ ể ứ 𝛽𝛽

) trong phương trình (12) thì phương trình (51) có thể
đượ định như sau:

𝛽𝛽𝜃𝜃1
••

+ 𝜃𝜃2
••

𝑎𝑎𝑐𝑐𝑐𝑐(𝜃𝜃1 − 𝜃𝜃2) + 𝜃𝜃2
2

•
𝑐𝑐𝑠𝑠𝑎𝑎(𝜃𝜃1 − 𝜃𝜃2) = − 𝑔𝑔

𝑙𝑙1
𝛽𝛽 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑎𝑎 𝜃𝜃1

𝜃𝜃1
••

𝑎𝑎𝑐𝑐𝑐𝑐(𝜃𝜃1 − 𝜃𝜃2) + 𝑙𝑙2
𝑙𝑙1

𝜃𝜃2
••

− 𝜃𝜃1
2

•
𝑐𝑐𝑠𝑠𝑎𝑎(𝜃𝜃1 − 𝜃𝜃2) = − 𝑔𝑔

𝑙𝑙1
𝛽𝛽 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑎𝑎 𝜃𝜃2         

ộng hai phương trình trong phương trình (51). Phương trình 
(52) có thể là luôn luôn đúng

𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑡𝑡 [𝛽𝛽𝜃𝜃1

•
+ 𝑙𝑙2

𝑙𝑙1
𝜃𝜃2

•
+ (𝜃𝜃1

•
+ 𝜃𝜃2

•
) 𝑎𝑎𝑐𝑐𝑐𝑐(𝜃𝜃1 − 𝜃𝜃2)] = 𝜆𝜆3𝑔𝑔

𝛼𝛼𝑙𝑙1

ấ ề ủa phương trình (52) ta có :
𝛽𝛽𝜃𝜃1

•
+ 𝑙𝑙2

𝑙𝑙1
𝜃𝜃2

•
+ (𝜃𝜃1

•
+ 𝜃𝜃2

•
) 𝑎𝑎𝑐𝑐𝑐𝑐(𝜃𝜃1 − 𝜃𝜃2) = 𝜆𝜆3𝑔𝑔

𝛼𝛼𝑙𝑙1
𝑎𝑎 + 𝜆𝜆4

ở đây 𝜆𝜆4 ộ ằ ố được xác đị
ột cách tương tự ế ả ế ằ 𝜆𝜆3 ề ủ

phương trình (53) sẽ ạ 𝑎𝑎 → ∞ ừ ác đạ ủ 𝜃𝜃1 
𝜃𝜃2 đượ ớ ạn theo phương trình (48), vế trái trong phương trình 
(53) cũng phải đượ ớ ạ ả ế ẫ ớ ộ ự ẫ
ất rõ ràng. Do đó, phương trình (54) có thể đượ ừ các phương 

ở ạ g như sau:
𝜆𝜆3 = 0 ⇒ 𝑒𝑒𝑥𝑥 = 0, 𝛽𝛽 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑎𝑎 𝜃𝜃1 = − 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑎𝑎 𝜃𝜃2 , 𝛽𝛽𝜃𝜃1 𝑎𝑎𝑐𝑐𝑐𝑐 𝜃𝜃1 = −𝜃𝜃2 𝑎𝑎𝑐𝑐𝑐𝑐 𝜃𝜃2

ầ ấ ằ θ1, θ2 và các đạ ủ ằ
ậ ế ớ ấ

ự ệ ể 𝜃𝜃1 −  𝜃𝜃2

(𝜃𝜃1
•

+ 𝜃𝜃2
•

) 𝑎𝑎𝑐𝑐𝑐𝑐(𝜃𝜃1 − 𝜃𝜃2)

= 𝜃𝜃1
•

𝑎𝑎𝑐𝑐𝑐𝑐 𝜃𝜃1 𝑎𝑎𝑐𝑐𝑐𝑐 𝜃𝜃2 + 𝜃𝜃2
•

𝑐𝑐𝑠𝑠𝑎𝑎 𝜃𝜃1 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑎𝑎 𝜃𝜃2 + 𝜃𝜃1
•

𝑐𝑐𝑠𝑠𝑎𝑎 𝜃𝜃1 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑎𝑎 𝜃𝜃2 + 𝜃𝜃2
•

𝑎𝑎𝑐𝑐𝑐𝑐 𝜃𝜃1 𝑎𝑎𝑐𝑐𝑐𝑐 𝜃𝜃2

ét phương trình (54), phương trình (55) có thể đượ ắ ế
ại thành như sau:

(𝜃𝜃1
•

+ 𝜃𝜃2
•

) 𝑎𝑎𝑐𝑐𝑐𝑐(𝜃𝜃1 − 𝜃𝜃2) = − 1
𝛽𝛽 𝜃𝜃2

•
(𝑎𝑎𝑐𝑐𝑐𝑐2 𝜃𝜃2 + 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑎𝑎2 𝜃𝜃2) − 𝛽𝛽𝜃𝜃1

•
(𝑎𝑎𝑐𝑐𝑐𝑐2 𝜃𝜃1 +

𝑐𝑐𝑠𝑠𝑎𝑎2 𝜃𝜃1) = − 1
𝛽𝛽 𝜃𝜃2

•
− 𝛽𝛽𝜃𝜃1

•

Lưu ý rằ (𝑎𝑎𝑐𝑐𝑐𝑐2 𝜃𝜃𝑖𝑖 + 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑎𝑎2 𝜃𝜃𝑖𝑖) = 1 ới (i=1, 2) trong phương 

ế 𝜆𝜆3= 0 trong các phương trình (54) và (56) vào phương 
ế ả

𝑚𝑚1
𝛽𝛽𝑚𝑚2

𝜃𝜃2
•

= 𝜆𝜆4 ⇒ 𝜃𝜃2
••

= 0
ấ ằ �̇�𝜃1 ≡ 0 ⇐⇒ �̇�𝜃2 ≡ 0 ậ ế

đổ ớ ất. Hơn nữ ẽ ằ ỉ ấ
phương trình sau đây có thể luôn luôn đúng.

𝜃𝜃1
•

(𝑎𝑎) ≡ 0, 𝜃𝜃2
•

(𝑎𝑎) ≡ 0
𝜃𝜃1

•
(𝑎𝑎) ≡ 0, 𝜃𝜃2

•
(𝑎𝑎) ≡ 0

ả ế ằng phương trình (59) luôn đúng, 𝜆𝜆4 ≢ 0 ể đượ
ừ các phương trình (57) và (59)

ế �̈�𝜃2 = 0 ủa phương trình (57) vào trong các phương 

𝛽𝛽𝜃𝜃1
••

+ 𝜃𝜃2
2

•
𝑐𝑐𝑠𝑠𝑎𝑎( 𝜃𝜃1 − 𝜃𝜃2) = − 𝑔𝑔

𝑙𝑙1
𝛽𝛽 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑎𝑎 𝜃𝜃1

𝜃𝜃1
••

𝑎𝑎𝑐𝑐𝑐𝑐( 𝜃𝜃1 − 𝜃𝜃2) − 𝜃𝜃1
2

•
𝑐𝑐𝑠𝑠𝑎𝑎( 𝜃𝜃1 − 𝜃𝜃2) = − 𝑔𝑔

𝑙𝑙1
𝑐𝑐𝑠𝑠𝑎𝑎 𝜃𝜃2

ừ các phương trình (60) và (61), ta có phương trình (62) như sau: 
𝑐𝑐𝑠𝑠𝑎𝑎( 𝜃𝜃1 − 𝜃𝜃2) [𝜃𝜃2

2
•

𝑎𝑎𝑐𝑐𝑐𝑐( 𝜃𝜃1 − 𝜃𝜃2) + 𝛽𝛽𝜃𝜃1
2

•
] ≡ 𝑔𝑔𝛽𝛽

𝑙𝑙1
[𝑐𝑐𝑠𝑠𝑎𝑎 𝜃𝜃2 − 𝑎𝑎𝑐𝑐𝑐𝑐( 𝜃𝜃1 − 𝜃𝜃2) 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑎𝑎 𝜃𝜃1] 

ơn nữ ế ả ủa phương trình (62) có thể đượ ắ ế ạ
như sau:

𝑐𝑐𝑠𝑠𝑎𝑎 𝜃𝜃2 − 𝑎𝑎𝑐𝑐𝑐𝑐( 𝜃𝜃1 − 𝜃𝜃2) 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑎𝑎 𝜃𝜃1 = 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑎𝑎 𝜃𝜃2 − 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑎𝑎 𝜃𝜃1 𝑎𝑎𝑐𝑐𝑐𝑐 𝜃𝜃1 𝑎𝑎𝑐𝑐𝑐𝑐 𝜃𝜃2 − 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑎𝑎2 𝜃𝜃1 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑎𝑎 𝜃𝜃2

= − 𝑎𝑎𝑐𝑐𝑐𝑐 𝜃𝜃1 [𝑐𝑐𝑠𝑠𝑎𝑎 𝜃𝜃1 𝑎𝑎𝑐𝑐𝑐𝑐 𝜃𝜃2 − 𝑎𝑎𝑐𝑐𝑐𝑐 𝜃𝜃1 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑎𝑎 𝜃𝜃2] = − 𝑎𝑎𝑐𝑐𝑐𝑐 𝜃𝜃1 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑎𝑎( 𝜃𝜃1 − 𝜃𝜃2)
o đó, phương trình (62) có thể đượ ế ạ

𝑐𝑐𝑠𝑠𝑎𝑎( 𝜃𝜃1 − 𝜃𝜃2) [𝜃𝜃2
2

•
𝑎𝑎𝑐𝑐𝑐𝑐( 𝜃𝜃1 − 𝜃𝜃2) + 𝛽𝛽𝜃𝜃1

2
•

] ≡ − 𝑔𝑔𝛽𝛽
𝑙𝑙1

𝑎𝑎𝑐𝑐𝑐𝑐 𝜃𝜃1 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑎𝑎( 𝜃𝜃1 − 𝜃𝜃2)
ằm để đạt đượ ế ận như mong đợ ả

ứ ằ 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑎𝑎(𝜃𝜃1 − 𝜃𝜃2) ≢ 0 ả ế ằ
𝑐𝑐𝑠𝑠𝑎𝑎(𝜃𝜃1 − 𝜃𝜃2) ≡ 0 và phương trình (65) có thể đượ ừ ự ả ế

𝑐𝑐𝑠𝑠𝑎𝑎( 𝜃𝜃1 − 𝜃𝜃2) = 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑎𝑎 𝜃𝜃1 (𝑎𝑎𝑐𝑐𝑐𝑐 𝜃𝜃2 + 𝛽𝛽 𝑎𝑎𝑐𝑐𝑐𝑐 𝜃𝜃1) ≡ 0
 �̇�𝜃1(𝑎𝑎) ≢ 0 trong phương trình (59), có thể ấ ằ  𝑐𝑐𝑠𝑠𝑎𝑎𝜃𝜃1 ≢ 0

Do đó, phương trình (66) có thể đượ ừ phương trình (65):
𝑎𝑎𝑐𝑐𝑐𝑐 𝜃𝜃2 = −𝛽𝛽 𝑎𝑎𝑐𝑐𝑐𝑐 𝜃𝜃1 ⇒ 𝑎𝑎𝑐𝑐𝑐𝑐2 𝜃𝜃2 = 𝛽𝛽2 𝑎𝑎𝑐𝑐𝑐𝑐2 𝜃𝜃1

ừ phương trì ể ức sau đây có thể đượ
 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑎𝑎2𝜃𝜃2 = 𝛽𝛽2𝑐𝑐𝑠𝑠𝑎𝑎2𝜃𝜃1. Thêm nó vào phương trình  (66) ta có:

𝛽𝛽2 𝑎𝑎𝑐𝑐𝑐𝑐2 𝜃𝜃1 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑎𝑎2 𝜃𝜃2 + 𝑎𝑎𝑐𝑐𝑐𝑐2 𝜃𝜃2 ≡ 𝛽𝛽2(𝑐𝑐𝑠𝑠𝑎𝑎2 𝜃𝜃1 + 𝑎𝑎𝑐𝑐𝑐𝑐2 𝜃𝜃1) ⇒ 𝛽𝛽2 ≡ 1  
ế ả trong phương trình (67) là mâu thuẫ ới điề ệ 𝛽𝛽

ại phương trình (12)
Như vậ ả ế sin (𝜃𝜃1 − 𝜃𝜃2) ≡ 0 ậ ế đố ệ

ủ ả ết là đúng, đó là:
𝑐𝑐𝑠𝑠𝑎𝑎( 𝜃𝜃1 − 𝜃𝜃2) ≡ 0
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𝑒𝑒∅
• = 𝜆𝜆1 ⇒ 𝑢𝑢 = − 2𝑘𝑘𝑝𝑝

𝜋𝜋 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎( 𝜆𝜆1)
ớ 𝜆𝜆1 ộ ắ ố đượ định. Để ứ

sau đây đượ ầ ầ ứ ấ ằ
�̇�𝑒𝑥𝑥 ớ ấ ậ ến đổ Ω

ừ phương trình (43) ta có:
𝑒𝑒∅
•• = 0

⇒ 𝛼𝛼 [(𝑚𝑚1 + 𝑚𝑚2)𝑙𝑙1 (𝜃𝜃1
••

𝑎𝑎𝑐𝑐𝑐𝑐 𝜃𝜃1 − 𝜃𝜃1
2 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑎𝑎 𝜃𝜃1) + 𝑚𝑚2𝑙𝑙2𝜃𝜃2

••
𝑎𝑎𝑐𝑐𝑐𝑐 𝜃𝜃2 − 𝑚𝑚2𝑙𝑙2𝜃𝜃2

2
•

𝑎𝑎𝑐𝑐𝑐𝑐 𝜃𝜃2] = −𝑚𝑚2𝑙𝑙2          

ằng cách so sánh phương ới phương trình (1), 
ể ế ậ ằ
𝛼𝛼[𝑢𝑢 − 𝑚𝑚𝑡𝑡𝑥𝑥••] = −𝑚𝑚2𝑙𝑙2𝑥𝑥•• ⇒ 𝑥𝑥•• = 2𝛼𝛼𝑘𝑘𝑝𝑝 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑡𝑡𝑎𝑎𝑎𝑎(𝜆𝜆1)

𝜋𝜋[𝛼𝛼𝑚𝑚𝑡𝑡−𝑚𝑚2𝑙𝑙2]

ét phương trình (44). Giả ế ằ  𝜆𝜆1 = 0, phương trình (46) 
đượ ể ễn như sau:

𝑒𝑒𝑥𝑥
• = 𝑥𝑥• = − 2𝛼𝛼𝑘𝑘𝑝𝑝 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑡𝑡𝑎𝑎𝑎𝑎(𝜆𝜆1)

𝜋𝜋[𝛼𝛼𝑚𝑚𝑡𝑡−𝑚𝑚2𝑙𝑙2] 𝑎𝑎 + 𝜆𝜆2 ⇒ |𝑒𝑒𝑥𝑥
• | → ∞, 𝑎𝑎 → ∞, 𝜆𝜆2 ∈ 𝑅𝑅

ớ ệ 𝜆𝜆2 ộ ằ ố ế ả trong phương trình 
(47) không ăn khớ ớ ế ận sau đây trong phương trình (38):

𝑒𝑒𝑥𝑥
• ∈ 𝐿𝐿∞

o đó, 𝜆𝜆1 ậ ể ế ậ ừ các phương trình 
ằ

𝑒𝑒∅ = 0, 𝑢𝑢 = 0, 𝑥𝑥•• = 0, 𝑒𝑒𝑥𝑥
• = 𝜆𝜆2

Tương tự ả ế ằ 𝜆𝜆2 |𝑒𝑒𝑥𝑥| =
|𝜆𝜆`1 + 𝜆𝜆`2| → ∞ 𝑎𝑎 → ∞ ớ 𝜆𝜆`3 ằ ố, trái ngượ ớ 𝑒𝑒𝑥𝑥 ∈ 𝐿𝐿∞
trong phương trình (48). Kế ả 𝜆𝜆`2

𝑒𝑒𝑥𝑥
• = 0, 𝑥𝑥• = 0, 𝑒𝑒𝑥𝑥 = 𝜆𝜆3

ơn nữ ồ ể ậ ừ các phương trình (23), 
ằ

𝛽𝛽 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑎𝑎 𝜃𝜃1 + 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑎𝑎 𝜃𝜃2 = − 𝜆𝜆3
𝛼𝛼

𝛽𝛽𝜃𝜃1
•

𝑎𝑎𝑐𝑐𝑐𝑐 𝜃𝜃1 + 𝜃𝜃1
•

𝑎𝑎𝑐𝑐𝑐𝑐 𝜃𝜃2 = 0
ậ ến đổ ớ ấ Ω �̈�𝑥 ừ phương trình (48) 

ế điề ện này vào phương trình mô tả ầ ụ ở
ạ ắ ậ ự do (1). Sau đó, xem xét lạ ể ứ 𝛽𝛽

) trong phương trình (12) thì phương trình (51) có thể
đượ định như sau:

𝛽𝛽𝜃𝜃1
••

+ 𝜃𝜃2
••

𝑎𝑎𝑐𝑐𝑐𝑐(𝜃𝜃1 − 𝜃𝜃2) + 𝜃𝜃2
2

•
𝑐𝑐𝑠𝑠𝑎𝑎(𝜃𝜃1 − 𝜃𝜃2) = − 𝑔𝑔

𝑙𝑙1
𝛽𝛽 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑎𝑎 𝜃𝜃1

𝜃𝜃1
••

𝑎𝑎𝑐𝑐𝑐𝑐(𝜃𝜃1 − 𝜃𝜃2) + 𝑙𝑙2
𝑙𝑙1

𝜃𝜃2
••

− 𝜃𝜃1
2

•
𝑐𝑐𝑠𝑠𝑎𝑎(𝜃𝜃1 − 𝜃𝜃2) = − 𝑔𝑔

𝑙𝑙1
𝛽𝛽 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑎𝑎 𝜃𝜃2         

ộng hai phương trình trong phương trình (51). Phương trình 
(52) có thể là luôn luôn đúng

𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑡𝑡 [𝛽𝛽𝜃𝜃1

•
+ 𝑙𝑙2

𝑙𝑙1
𝜃𝜃2

•
+ (𝜃𝜃1

•
+ 𝜃𝜃2

•
) 𝑎𝑎𝑐𝑐𝑐𝑐(𝜃𝜃1 − 𝜃𝜃2)] = 𝜆𝜆3𝑔𝑔

𝛼𝛼𝑙𝑙1

ấ ề ủa phương trình (52) ta có :
𝛽𝛽𝜃𝜃1

•
+ 𝑙𝑙2

𝑙𝑙1
𝜃𝜃2

•
+ (𝜃𝜃1

•
+ 𝜃𝜃2

•
) 𝑎𝑎𝑐𝑐𝑐𝑐(𝜃𝜃1 − 𝜃𝜃2) = 𝜆𝜆3𝑔𝑔

𝛼𝛼𝑙𝑙1
𝑎𝑎 + 𝜆𝜆4

ở đây 𝜆𝜆4 ộ ằ ố được xác đị
ột cách tương tự ế ả ế ằ 𝜆𝜆3 ề ủ

phương trình (53) sẽ ạ 𝑎𝑎 → ∞ ừ ác đạ ủ 𝜃𝜃1 
𝜃𝜃2 đượ ớ ạn theo phương trình (48), vế trái trong phương trình 
(53) cũng phải đượ ớ ạ ả ế ẫ ớ ộ ự ẫ
ất rõ ràng. Do đó, phương trình (54) có thể đượ ừ các phương 

ở ạ g như sau:
𝜆𝜆3 = 0 ⇒ 𝑒𝑒𝑥𝑥 = 0, 𝛽𝛽 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑎𝑎 𝜃𝜃1 = − 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑎𝑎 𝜃𝜃2 , 𝛽𝛽𝜃𝜃1 𝑎𝑎𝑐𝑐𝑐𝑐 𝜃𝜃1 = −𝜃𝜃2 𝑎𝑎𝑐𝑐𝑐𝑐 𝜃𝜃2

ầ ấ ằ θ1, θ2 và các đạ ủ ằ
ậ ế ớ ấ

ự ệ ể 𝜃𝜃1 −  𝜃𝜃2

(𝜃𝜃1
•

+ 𝜃𝜃2
•

) 𝑎𝑎𝑐𝑐𝑐𝑐(𝜃𝜃1 − 𝜃𝜃2)

= 𝜃𝜃1
•

𝑎𝑎𝑐𝑐𝑐𝑐 𝜃𝜃1 𝑎𝑎𝑐𝑐𝑐𝑐 𝜃𝜃2 + 𝜃𝜃2
•

𝑐𝑐𝑠𝑠𝑎𝑎 𝜃𝜃1 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑎𝑎 𝜃𝜃2 + 𝜃𝜃1
•

𝑐𝑐𝑠𝑠𝑎𝑎 𝜃𝜃1 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑎𝑎 𝜃𝜃2 + 𝜃𝜃2
•

𝑎𝑎𝑐𝑐𝑐𝑐 𝜃𝜃1 𝑎𝑎𝑐𝑐𝑐𝑐 𝜃𝜃2

ét phương trình (54), phương trình (55) có thể đượ ắ ế
ại thành như sau:

(𝜃𝜃1
•

+ 𝜃𝜃2
•

) 𝑎𝑎𝑐𝑐𝑐𝑐(𝜃𝜃1 − 𝜃𝜃2) = − 1
𝛽𝛽 𝜃𝜃2

•
(𝑎𝑎𝑐𝑐𝑐𝑐2 𝜃𝜃2 + 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑎𝑎2 𝜃𝜃2) − 𝛽𝛽𝜃𝜃1

•
(𝑎𝑎𝑐𝑐𝑐𝑐2 𝜃𝜃1 +

𝑐𝑐𝑠𝑠𝑎𝑎2 𝜃𝜃1) = − 1
𝛽𝛽 𝜃𝜃2

•
− 𝛽𝛽𝜃𝜃1

•

Lưu ý rằ (𝑎𝑎𝑐𝑐𝑐𝑐2 𝜃𝜃𝑖𝑖 + 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑎𝑎2 𝜃𝜃𝑖𝑖) = 1 ới (i=1, 2) trong phương 

ế 𝜆𝜆3= 0 trong các phương trình (54) và (56) vào phương 
ế ả

𝑚𝑚1
𝛽𝛽𝑚𝑚2

𝜃𝜃2
•

= 𝜆𝜆4 ⇒ 𝜃𝜃2
••

= 0
ấ ằ �̇�𝜃1 ≡ 0 ⇐⇒ �̇�𝜃2 ≡ 0 ậ ế

đổ ớ ất. Hơn nữ ẽ ằ ỉ ấ
phương trình sau đây có thể luôn luôn đúng.

𝜃𝜃1
•

(𝑎𝑎) ≡ 0, 𝜃𝜃2
•

(𝑎𝑎) ≡ 0
𝜃𝜃1

•
(𝑎𝑎) ≡ 0, 𝜃𝜃2

•
(𝑎𝑎) ≡ 0

ả ế ằng phương trình (59) luôn đúng, 𝜆𝜆4 ≢ 0 ể đượ
ừ các phương trình (57) và (59)

ế �̈�𝜃2 = 0 ủa phương trình (57) vào trong các phương 

𝛽𝛽𝜃𝜃1
••

+ 𝜃𝜃2
2

•
𝑐𝑐𝑠𝑠𝑎𝑎( 𝜃𝜃1 − 𝜃𝜃2) = − 𝑔𝑔

𝑙𝑙1
𝛽𝛽 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑎𝑎 𝜃𝜃1

𝜃𝜃1
••

𝑎𝑎𝑐𝑐𝑐𝑐( 𝜃𝜃1 − 𝜃𝜃2) − 𝜃𝜃1
2

•
𝑐𝑐𝑠𝑠𝑎𝑎( 𝜃𝜃1 − 𝜃𝜃2) = − 𝑔𝑔

𝑙𝑙1
𝑐𝑐𝑠𝑠𝑎𝑎 𝜃𝜃2

ừ các phương trình (60) và (61), ta có phương trình (62) như sau: 
𝑐𝑐𝑠𝑠𝑎𝑎( 𝜃𝜃1 − 𝜃𝜃2) [𝜃𝜃2

2
•

𝑎𝑎𝑐𝑐𝑐𝑐( 𝜃𝜃1 − 𝜃𝜃2) + 𝛽𝛽𝜃𝜃1
2

•
] ≡ 𝑔𝑔𝛽𝛽

𝑙𝑙1
[𝑐𝑐𝑠𝑠𝑎𝑎 𝜃𝜃2 − 𝑎𝑎𝑐𝑐𝑐𝑐( 𝜃𝜃1 − 𝜃𝜃2) 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑎𝑎 𝜃𝜃1] 

ơn nữ ế ả ủa phương trình (62) có thể đượ ắ ế ạ
như sau:

𝑐𝑐𝑠𝑠𝑎𝑎 𝜃𝜃2 − 𝑎𝑎𝑐𝑐𝑐𝑐( 𝜃𝜃1 − 𝜃𝜃2) 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑎𝑎 𝜃𝜃1 = 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑎𝑎 𝜃𝜃2 − 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑎𝑎 𝜃𝜃1 𝑎𝑎𝑐𝑐𝑐𝑐 𝜃𝜃1 𝑎𝑎𝑐𝑐𝑐𝑐 𝜃𝜃2 − 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑎𝑎2 𝜃𝜃1 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑎𝑎 𝜃𝜃2

= − 𝑎𝑎𝑐𝑐𝑐𝑐 𝜃𝜃1 [𝑐𝑐𝑠𝑠𝑎𝑎 𝜃𝜃1 𝑎𝑎𝑐𝑐𝑐𝑐 𝜃𝜃2 − 𝑎𝑎𝑐𝑐𝑐𝑐 𝜃𝜃1 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑎𝑎 𝜃𝜃2] = − 𝑎𝑎𝑐𝑐𝑐𝑐 𝜃𝜃1 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑎𝑎( 𝜃𝜃1 − 𝜃𝜃2)
o đó, phương trình (62) có thể đượ ế ạ

𝑐𝑐𝑠𝑠𝑎𝑎( 𝜃𝜃1 − 𝜃𝜃2) [𝜃𝜃2
2

•
𝑎𝑎𝑐𝑐𝑐𝑐( 𝜃𝜃1 − 𝜃𝜃2) + 𝛽𝛽𝜃𝜃1

2
•

] ≡ − 𝑔𝑔𝛽𝛽
𝑙𝑙1

𝑎𝑎𝑐𝑐𝑐𝑐 𝜃𝜃1 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑎𝑎( 𝜃𝜃1 − 𝜃𝜃2)
ằm để đạt đượ ế ận như mong đợ ả

ứ ằ 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑎𝑎(𝜃𝜃1 − 𝜃𝜃2) ≢ 0 ả ế ằ
𝑐𝑐𝑠𝑠𝑎𝑎(𝜃𝜃1 − 𝜃𝜃2) ≡ 0 và phương trình (65) có thể đượ ừ ự ả ế

𝑐𝑐𝑠𝑠𝑎𝑎( 𝜃𝜃1 − 𝜃𝜃2) = 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑎𝑎 𝜃𝜃1 (𝑎𝑎𝑐𝑐𝑐𝑐 𝜃𝜃2 + 𝛽𝛽 𝑎𝑎𝑐𝑐𝑐𝑐 𝜃𝜃1) ≡ 0
 �̇�𝜃1(𝑎𝑎) ≢ 0 trong phương trình (59), có thể ấ ằ  𝑐𝑐𝑠𝑠𝑎𝑎𝜃𝜃1 ≢ 0

Do đó, phương trình (66) có thể đượ ừ phương trình (65):
𝑎𝑎𝑐𝑐𝑐𝑐 𝜃𝜃2 = −𝛽𝛽 𝑎𝑎𝑐𝑐𝑐𝑐 𝜃𝜃1 ⇒ 𝑎𝑎𝑐𝑐𝑐𝑐2 𝜃𝜃2 = 𝛽𝛽2 𝑎𝑎𝑐𝑐𝑐𝑐2 𝜃𝜃1

ừ phương trì ể ức sau đây có thể đượ
 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑎𝑎2𝜃𝜃2 = 𝛽𝛽2𝑐𝑐𝑠𝑠𝑎𝑎2𝜃𝜃1. Thêm nó vào phương trình  (66) ta có:

𝛽𝛽2 𝑎𝑎𝑐𝑐𝑐𝑐2 𝜃𝜃1 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑎𝑎2 𝜃𝜃2 + 𝑎𝑎𝑐𝑐𝑐𝑐2 𝜃𝜃2 ≡ 𝛽𝛽2(𝑐𝑐𝑠𝑠𝑎𝑎2 𝜃𝜃1 + 𝑎𝑎𝑐𝑐𝑐𝑐2 𝜃𝜃1) ⇒ 𝛽𝛽2 ≡ 1  
ế ả trong phương trình (67) là mâu thuẫ ới điề ệ 𝛽𝛽

ại phương trình (12)
Như vậ ả ế sin (𝜃𝜃1 − 𝜃𝜃2) ≡ 0 ậ ế đố ệ

ủ ả ết là đúng, đó là:
𝑐𝑐𝑠𝑠𝑎𝑎( 𝜃𝜃1 − 𝜃𝜃2) ≡ 0

ét phương trình (68), phương trình (69) có thể đượ ừ
phương trình (64) như sau:

𝜃𝜃2
2

•
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐( 𝜃𝜃1 − 𝜃𝜃2) + 𝛽𝛽𝜃𝜃1

2
•

≡ − 𝑔𝑔𝑔𝑔
𝑙𝑙1

𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝜃𝜃1

ơn nữ ế phương trình (57) vào phương trình (54) cho thấ
𝜃𝜃1

•
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝜃𝜃1 = − 𝑚𝑚2

𝑚𝑚1
𝜆𝜆4 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝜃𝜃2 ⇒ 𝜃𝜃1

2
•

𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2 𝜃𝜃1 = (𝑚𝑚2
𝑚𝑚1

)
2

𝜆𝜆4
2 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2 𝜃𝜃2

hay phương trình (70) thành phương trình (69) và nhân vớ
𝑚𝑚1

2𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2𝜃𝜃2𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2𝜃𝜃2/𝑚𝑚2
2 ế ả

(𝑚𝑚2
𝑚𝑚1

)
2

𝜃𝜃2
2

•
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2 𝜃𝜃1 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2 𝜃𝜃2 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(𝜃𝜃1 − 𝜃𝜃2) + 𝑚𝑚1

2𝛽𝛽𝛽𝛽
𝑚𝑚2

2𝑙𝑙1
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐3 𝜃𝜃1 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2 𝜃𝜃2

+ 𝛽𝛽𝜆𝜆4
2 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐4 𝜃𝜃2 ≡ 0

ầ ằ �̇�𝜃2
2𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2𝜃𝜃2 = 𝛽𝛽2�̇�𝜃1

2𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2𝜃𝜃1 trong  phương trình 
(54) và xem xét phương trình (70), phương trình (71) có thể đượ
ọ ại như sau:

𝛽𝛽𝜆𝜆4
2 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2 𝜃𝜃1 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2 𝜃𝜃2 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(𝜃𝜃1 − 𝜃𝜃2) + 𝑚𝑚12𝑔𝑔𝑔𝑔

𝑚𝑚22𝑙𝑙1
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐3 𝜃𝜃1 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2 𝜃𝜃2 + 𝛽𝛽𝜆𝜆4

2 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐4 𝜃𝜃2 ≡ 0

ừ phương trình (54), chúng ta xử 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2𝜃𝜃2  cos(𝜃𝜃1 − 𝜃𝜃2)
thu đượ ứ

𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2 𝜃𝜃1 = 1 − 𝛽𝛽2 + 𝛽𝛽2 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2 𝜃𝜃1
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(𝜃𝜃1 − 𝜃𝜃2) = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝜃𝜃1 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝜃𝜃2 − 𝛽𝛽 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2 𝜃𝜃1

ế phương trình (73) vào trong phương trình (72) và sắ
ế ại phương trình (72) ta có: 

𝛽𝛽𝜆𝜆4
2 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐3 𝜃𝜃1 (1 − 𝛽𝛽2 + 𝛽𝛽2 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2 𝜃𝜃1) 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝜃𝜃2

≡ −𝛽𝛽2𝜆𝜆4
2(𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2 𝜃𝜃1 − 1) 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2 𝜃𝜃1 (1 − 𝛽𝛽2 + 𝛽𝛽2 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2 𝜃𝜃1)

−𝜆𝜆4
2(1 − 𝛽𝛽2 + 𝛽𝛽2 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2 𝜃𝜃1)2 − 𝑚𝑚12𝑔𝑔

𝑚𝑚2
2𝑙𝑙1

𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐3 𝜃𝜃1 (1 − 𝛽𝛽2 + 𝛽𝛽2 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2 𝜃𝜃1)
ằ ế ủa phương trình (74) vẫ ứa đự ộ

ố ạ đế ậ ằ ế ủa phương 
 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2𝜃𝜃2 ế ả ủa phương trình (73) là 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝜃𝜃1

ự ậ ấ ằ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝜃𝜃2 trong phương trình (74) có thể
đượ ệ ằng cách bình phương cả ế ủa phương trình (74). 

ậ ể ức sau đây chỉ ần túy liên quan đế 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝜃𝜃1 ể
đượ

𝛽𝛽2𝜆𝜆4
4 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐6 𝜃𝜃1 (1 − 𝛽𝛽2 + 𝛽𝛽2 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2 𝜃𝜃1)

(1 − 𝛽𝛽2 + 𝛽𝛽2 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2 𝜃𝜃1)2[𝛽𝛽2𝜆𝜆4
2(𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2 𝜃𝜃1 − 1) 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2 𝜃𝜃1

+𝜆𝜆4
2(1 − 𝛽𝛽2 + 𝛽𝛽2 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2 𝜃𝜃1) + 𝑚𝑚12𝑔𝑔

𝑚𝑚2
2𝑙𝑙1

𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐3 𝜃𝜃1]2 ≡ 0
Rõ ràng, phương trình (75) là một phương trình mộ ế ố đa 

ứ ậc 12 đố ớ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝜃𝜃1 ể đượ ế ại như sau:
∑ 𝛿𝛿𝑖𝑖

12
𝑖𝑖=0 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑖𝑖 𝜃𝜃1 ≡ 0

Ở đây 𝛿𝛿𝑖𝑖 ệ ố ực tương đương. Do phương trình đa thứ ậ
ều hơn n nghiệ ự 𝜃𝜃1 ề ấ ị ờ

ạ ệ ự ả ế ằ ộ ầ ủ ặ ấ ả 𝛿𝛿𝑖𝑖

trong phương trình (76) là khác không. Mặ ở �̇�𝜃1 ≢ 0
không  đượ ả ết trong phương trình (59), nên  cos 𝜃𝜃1 ả
ằ ố. Trong khi đó, 𝜃𝜃1 ∈ 𝐿𝐿∞ ại phương trình (38) cho thấ ằ 𝜃𝜃1

cos 𝜃𝜃1 ụ ống nhau, đó là cos 𝜃𝜃1 thay đổ ộ ụ
ờ ị khác nhau không đếm đượ

ế ả cos 𝜃𝜃1 ả ằ ố ừ ả ế ằ ộ
ầ ủ ặ ấ ả 𝛿𝛿𝑖𝑖 trong phương trình (76) là khác không mâu 
ẫ ớ ự ậ ằ cos 𝜃𝜃1 thay đổ ộ ụ ờ

ị ệt không đếm được. Do đó, trườ ợ
ấ ừ ộ ự ủ định như vậ ằ ấ ả ệ ố 𝛿𝛿𝑖𝑖

phương trình (76) là bằng không theo hướng đó.

𝛿𝛿0 = 𝛿𝛿1 = 𝛿𝛿2 =. . . = 𝛿𝛿12 ≡ 0
ấ ệ ố ủ cos 𝜃𝜃1 trong phương trình (75) đó là  𝛿𝛿0 để

𝛿𝛿0 ả ỏa mãn phương trình (78) vì phương trình (77)
𝛿𝛿0 = −𝜆𝜆4

4(1 − 𝛽𝛽2)4 ≡ 0
𝜆𝜆4 ≢ 0 ể đượ ừ ả ế ệ ấ

ủa phương trình (78) là:
𝛽𝛽2 ≡ 1

ế ả ủ đị ự ậ ằ 𝛽𝛽 > 1
trong phương trình (12). Quay trở ạ ế ậ ại phương trình (79), 

𝜆𝜆4 ≢ 0, đ ều này đi ngượ ới điề ện đầu đã giả ế  �̇�𝜃1 ≢ 0
 �̇�𝜃2 ≢ 0 ại phương trình (59) sự đố ị ấ ằng các trườ
ợ  �̇�𝜃1 ≢ 0  �̇�𝜃2 ≢ 0 ồ ạ ế ả ằ ứ ấ ằ
ỉ điề ện đầ  �̇�𝜃1(𝑡𝑡) ≡ 0  �̇�𝜃2(𝑡𝑡) ≡ 0 ại phương trình (

phương trình (58) luôn luôn đúng trong tậ ến đổ ớ ấ 𝛺𝛺
ều hướng đó.

𝜃𝜃1
•

(𝑡𝑡) ≡ 0, 𝜃𝜃2
•

(𝑡𝑡) ≡ 0, 𝜆𝜆4 = 0 ⇒ 𝜃𝜃1
••

= 0
ộ ệnh đề, các phương trình (48), (49), (54), (57), (80

ấ ằ ự ằ ệ ống điề ể
ữ ứa đự ấ ậ ến đổ ớ ấ

dướ ạ ấ ế ủ ụ ể đó là:
Ω = {(𝑒𝑒𝑥𝑥, 𝜃𝜃1, 𝜃𝜃2, 𝑥𝑥• , 𝜃𝜃1

•
, 𝜃𝜃2

•
) : 𝑒𝑒𝑥𝑥, 𝜃𝜃1, 𝜃𝜃2, 𝑥𝑥• , 𝜃𝜃1

•
, 𝜃𝜃2

•
= 0}

ử ụ ầ ềm Matlab để ỏ ằ ố ằ ỗ ợ
ế ế ộ điề ể ầ ụ ở ạ ắ ậ ự

ựa trên cơ sở ả ồi đầ

. Đồ ị ả ị ờ
ử ụng phương pháp điề ển trên cơ sở ả ồi đầ

. Đồ ị ả ậ ố ờ
ử ụng phương pháp điề ển trên cơ sở ả ồi đầ
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ằm để ứ ệ ả ủ ế ế ộ điề ể
ựa trên cơ sở ả ồi đầu ra đố ớ ệ ầ ụ ở ạ

ắ ậ ự ộ ố ế ả ỏ ằ ố trong chương 
trình Matlab đượ ế ớ ố ậ ủ ộ ầ

ụ ở ạ ắ ậ ự do đượ ỏ ở ỷ ệ đồ
ạ ấ ỳ ố ậ ủ ộ ầ ụ ở ạ
ắ ậ ự ỷ ệ đồ ạng được xác đị ụ ể

như sau: khối lượ ối lượ
ối lượ ậ ố

ọng trườ
Để đạt đượ ệ ụ ậ ể ừ ị ởi đầ ủ

đế ị ố ụ ể ầ ụ ở ạ
ắ ậ ự ả ừ ị ố ọa độ đế ị

ố ủa xe con được đặ ế ả ỏ ằ ố
đượ ể ệ ại các đồ ị ừ ình 2 đến 8 dưới đây.

. Đồ ị ả ắ ủ 𝜽𝜽 ờ
ử ụng phương pháp điề ển trên cơ sở ả ồi đầ

. Đồ ị ả ậ ố ủ 𝜽𝜽
ờ ử ụng phương pháp điề ể n cơ 

ở ả ồi đầ

. Đồ ị ả ắ ủ ậ 𝜽𝜽 ờ
ử ụng phương pháp điề ển trên cơ sở ả ồi đầ

. Đồ ị ả ậ ố ủ ậ 𝜽𝜽
ờ ử ụng phương pháp điề ển trên cơ sở

ả ồi đầ

Đồ ị ả ệu đầ ực phát độ
ờ ử ụng phương pháp điề ển trên cơ sở

ả ồi đầ

ộ ố ậ ề ế ả ỏ ằ ố để ấ
ả ủa phương pháp

ế ả ỏ ằ ố đượ ể ệ ại các đồ ị
ừ 2 đế ấ ằ ệ ế ế điề ể ựa trên cơ sở ả
ồi đầu ra là đạt đượ ụ ủa bài toán điề ể ậ ể

ại đồ ị ấy xe con đế ị ố
ả ờ

ại đồ ị ấ ằng hai độ ệch góc (biên độ
dao độ ủ 𝜽𝜽 𝜽𝜽 ban đầ ấ ớ ớ ờ
động kéo dài đế ậ ề đế ị ằ ẳng đứ
trước khi xe con đế ị ốn. Điều này có nghĩa rằ ả 𝜽𝜽

𝜽𝜽 đượ ổn đị ạ ị ố ớ ả ờ
ổn đị ả

ề ệu điề ể ực phát động f tác độ
đượ ể ệ ại hình 8 thay đổ ới biên độ ớ ở
động ban đầ ớ ời gian dao độ ỉ kéo dài đế ả
ẳ ề ị ằ ẳng đứ

ạ ình 5 và 7 là đồ ị ủ ậ ố ủ ậ
ố ủ ậ ờ ảng 5 giây ban đầ
ậ ố ủ ủ ật nâng là thay đổ ộ ắ ọ
ới biên độ ớn. Sau 5 giây thì biên độ dao độ ị
ằ ẳng đứ ất bé và đế ờ n độ

dao độ ề ứ ị ằ ẳng đứ
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ằm để ứ ệ ả ủ ế ế ộ điề ể
ựa trên cơ sở ả ồi đầu ra đố ớ ệ ầ ụ ở ạ

ắ ậ ự ộ ố ế ả ỏ ằ ố trong chương 
trình Matlab đượ ế ớ ố ậ ủ ộ ầ

ụ ở ạ ắ ậ ự do đượ ỏ ở ỷ ệ đồ
ạ ấ ỳ ố ậ ủ ộ ầ ụ ở ạ
ắ ậ ự ỷ ệ đồ ạng được xác đị ụ ể

như sau: khối lượ ối lượ
ối lượ ậ ố

ọng trườ
Để đạt đượ ệ ụ ậ ể ừ ị ởi đầ ủ

đế ị ố ụ ể ầ ụ ở ạ
ắ ậ ự ả ừ ị ố ọa độ đế ị

ố ủa xe con được đặ ế ả ỏ ằ ố
đượ ể ệ ại các đồ ị ừ ình 2 đến 8 dưới đây.

. Đồ ị ả ắ ủ 𝜽𝜽 ờ
ử ụng phương pháp điề ển trên cơ sở ả ồi đầ

. Đồ ị ả ậ ố ủ 𝜽𝜽
ờ ử ụng phương pháp điề ể n cơ 

ở ả ồi đầ

. Đồ ị ả ắ ủ ậ 𝜽𝜽 ờ
ử ụng phương pháp điề ển trên cơ sở ả ồi đầ

. Đồ ị ả ậ ố ủ ậ 𝜽𝜽
ờ ử ụng phương pháp điề ển trên cơ sở

ả ồi đầ

Đồ ị ả ệu đầ ực phát độ
ờ ử ụng phương pháp điề ển trên cơ sở

ả ồi đầ

ộ ố ậ ề ế ả ỏ ằ ố để ấ
ả ủa phương pháp

ế ả ỏ ằ ố đượ ể ệ ại các đồ ị
ừ 2 đế ấ ằ ệ ế ế điề ể ựa trên cơ sở ả
ồi đầu ra là đạt đượ ụ ủa bài toán điề ể ậ ể

ại đồ ị ấy xe con đế ị ố
ả ờ

ại đồ ị ấ ằng hai độ ệch góc (biên độ
dao độ ủ 𝜽𝜽 𝜽𝜽 ban đầ ấ ớ ớ ờ
động kéo dài đế ậ ề đế ị ằ ẳng đứ
trước khi xe con đế ị ốn. Điều này có nghĩa rằ ả 𝜽𝜽

𝜽𝜽 đượ ổn đị ạ ị ố ớ ả ờ
ổn đị ả

ề ệu điề ể ực phát động f tác độ
đượ ể ệ ại hình 8 thay đổ ới biên độ ớ ở
động ban đầ ớ ời gian dao độ ỉ kéo dài đế ả
ẳ ề ị ằ ẳng đứ

ạ ình 5 và 7 là đồ ị ủ ậ ố ủ ậ
ố ủ ậ ờ ảng 5 giây ban đầ
ậ ố ủ ủ ật nâng là thay đổ ộ ắ ọ
ới biên độ ớn. Sau 5 giây thì biên độ dao độ ị
ằ ẳng đứ ất bé và đế ờ n độ

dao độ ề ứ ị ằ ẳng đứ

ế ậ

ọ ủ ầ ụ ở ạ ắ ậ ự
ả ớ ự ế ủ ầ ụ ớ

độ ự ọ ầ ụ ở ạ ắ ộ ậ ự do. Để
thông tin đầ ệ ế ế ợ ộ điề ể ựa trên cơ 
ở ả ồi đầ ứu đầ ự ệ ệ ậ

phương trình vi phân chuyển độ ở ạ ế ủ
ầ ụ ở ạ ắ ậ ự ế ứ
ộ ố đặc điể ủa phương pháp điề ể ự ự ả

ồi đầ ả năng áp dụ ầ ụ ở ạ
ắ ậ ự ế ự ệ ệ ế ế ộ điề ể

ự ổn đị ủ ệ ống điề ể ế ủ
ứ ả đã thự ệ ỏ

ằng chương trình Matlab vớ ố ậ ằ ố ự ế
ả ảo sát độ ự ọ ủ ộ ệ ầ ụ ở ạ ắ

ậ ự ấ ỳ ừ ế ả ỏng, chúng tôi đã thự ệ
ậ ề ệ ả điề ể ấ ề cơ bản là đạt đượ

ục tiêu điề ể ộ điề ển đượ ế ế ụ
ầ ụ ở ạ ắ ậ ự ả ệ

ả ậ ố ủ ậ ừ ế ả
ứ ả cũng đồ ờ ế ị ế ục có đầu tư nghiên 
ứ ự ệ ế ớ ứ ứ ụ ự ễ
ả ấ ằ ục đích phụ ụ ệ ự độ ự ằ

ầ ục thông minh để nâng cao năng suất, nâng cao độ
cũng như giả ể ả ọng động tác động lên các cơ cấ
ủ ầ ục cũng như tác độ ệ ế ấ ủ ầ ụ

ờ ảm ơn

ả xin đượ ả ạ Trường Đạ ọ ự
ội đã hỗ ợ cho đề ứ ọ ệ ấ

trường năm 2022, mã số đề ả cũng xin 
đượ ỏ ự ết ơn sâu sắ ớ ạn đồ ệ

ọ ọ ả ậ ạ ậ ệ ự
ủ ệ ậ ệ ự ộ ựng đã có những giúp đỡ và đóng 

ữ ế ệ ả ả

ệ ả
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cơ khí; Mã số: 60520103, ĐHXD 2013. Trường Đạ ọ ự ộ

 Tưởng Xuân Thưởng, Dương Minh Đứ ễ Điề ể
ố ầ ụ ề ằng phương pháp Hybrid Shape, ộ

ị ố ầ ứ ề Điề ể ự độ
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