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 ầ ệ ứ ế ạ ất lượ ử ụ
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 , Bê tông nặng phương pháp xác định cường độ nén.
 ạ ữ Giáo trình Bê tông tính cường độ ấ
lượ ấ ả ậ ả

 
–

 , Quy trình thí nghiệm xác định cường độ kéo khi ép chẻ của 
vật liệu hạt liên kết bằng các chất kết dính.

 ê tông nặng hương pháp xác định độ hút nước 
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Phương pháp phân tích đặc trưng dao động của kết cấu trong 
theo dõi xói mòn của trụ cầu

Vũ Chí Công
ự ụ ệp, Trường Đạ ọ ự ộ

TỪ KHOÁ TÓM TẮT

Đặc trưng dao độ
ương tác đấ ế ấ

ỏ ố

ụ ộ ầ ụ ầ ộ ững nguyên nhân chính gây ra hư hạ ủ
ầ ể ẫn đế ậ ầ ếu không đượ ệ ớm. Phương pháp theo dõi biế ủ ổ

dao độ ận đượ ấ ề ự ờ ả năng theo dõi thườ ớ ấp và độ
ậy tương đố ốt. Bài báo này đề ấ ộ ố ằ ự ạ ệ

ứu tương quan giữ ến độ ủa độ ứ ề ến độ ủ ầ ố dao độ
ố đượ ể ứ ằ ộ ệ ện trườ ấ ế ả ự ấ ả ừ ữ

ứu đầ ột phương pháp theo dõi xói mòn thườ ụ ằng phương pháp phân 
tích đặc tính dao độ ủ ầu được đề ấ ề ềm năng để

 Đặt vấn đề

ện tượ ủ ự ạ ỏ ầ
quanh đáy củ ậ ản đố ới dòng nướ ụ ộ

ầu đượ ộ ữ
ra hư hạ ủ ầ ộ ứ ụ ậ ầ ở ỳ ỉ
ằ ố ụ có nguyên nhân liên quan đế ạ ệ

Nam, do tác độ ủ ến đổ ậu ngày càng gia tăng và cơ sở ạ
ầ ể ế ợ ới lưu lượ ả ớ

ầ ắc qua sông có nguy cơ bị ảm độ
ổn đị ể ả ậ Điề ẫ ớ ầ ấ ế ề ộ
phương pháp xói mòn thườ ấ n. Phương 
pháp đơn giả ự ất để theo dõi quá trình xói mòn là đo 

ể ự ế ởi con ngườ ằng vòng trượ ừ ằ
ữ ệ ến hơn như quét sonar ữ

ỹ ậ ố ỉ ấ ấ ờ ủ ế
ỉ đượ ử ụ ố ụ ể

ột phương pháp khác là sử ụ ứ ự ệ
ự ệ ực địa để ự đoán độ

ế ố khác nhau như loại đấ ạ ề ốc độ
ả ặc điề ệ Điể ấ ợ ủa phương 

ề ế ố ế ảnh hưở ự ế ớ
ủ ọ . Để ắ ục điề ộ

ậ ọ đượ ằm tăng độ ả năng 
ự

ế ợ ự ệm này đòi hỏ ột cơ sở ữ ệ ổ
ồ ề ầ ện có và độ ạ ủ ậ ối ưu hóa. Cách 
ế ậ ới này đòi hỏ ề ờ ứ

ững năm gần đây, một phương pháp gián tiếp để
ệ ằ ế ủ ổ dao động đã nhậ

đượ ấ ề ự ủ ộng đồ ọc. Phương pháp này 
ự ự tương quan giữ ững thay đổi trong điề ệ

tăng độ ững thay đổ ề đặ độ ủ ầ
thu đượ ừ ả ế ắ ế ấ Phương pháp này cho phép 

ụ cũng như giám sát tứ ờ Phương pháp 
ở ệ ả hơn khi sử ụ ả ến đủ ạ

ố ợ ộ ợ
ế ố ố ủa phương pháp dao động là đánh giá sự

đổi các đặc tính độ ọ ự thay đổi độ
ộ ự ứ ộ ỏ ố ằ ả ảnh hưở

ủ ụ ủ ầ ị ố
ả đã ệ ự ế ữa độ ớ ức độ
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thay đổ ầ ố riêng đầ ủ ầ ộ ố ứ
đánh giá riêng trụ ầ ầu đượ ộ ố ố ấ
tương tác đấ – ế ấu đượ ỉ ằ ệ ỉ ỏ
ố ớ ế ả ự ệ ầ ế ứu đề ấ ự

ấ ằ ững thay đổ ề ầ ố dao độ ạ
ề ữ ệ ừ

ữ ứ ả ụ ể xói mòn như sự thay đổ ề
ầ trong đấ ủ ụ ầu. Phương pháp này có thể ảm độ

ủa nó trong trườ ợ ề ặ
ống mà xói mòn đấ ỉ ể ệ ộ ầ ứ ả ộ

ụ
ứ ằ ục đích phát triể ột phương pháp mớ

ằm định lượ ối tương quan giữ ự ể ủ ớ
ự thay đổ ủ ầ ố dao độ đề ấ
ự thay đổi độ sâu xói mòn được coi như ự ảm độ ứ ổ ể
ủ ộ ọc được đề ấ xét đế tương tác giữ

đấ ế ấu để ả ự thay đổ ầ ố dao độ ự
đổi độ ứ ủ ợ ệ ả ủa mô hình đề ấ
đượ ể ế ả ề ổ dao độ ủ ộ ệ

ện trườ

Biến thiên đặc tính dao động riêng của cột trong nền đất đồng 
nhất khi độ cứng nền thay đổi

ầ ộ ải tích đượ ển để
ự ảm độ ứ ủ ớ ự thay đổ ầ ố ủ ộ

ền đất đồ ấ ộ ộ ự ở ột đầu và đượ
ộ ầ ền đấ ạng Winkler như hình 1 ả ự ủa đấ

ặ ủ ộ đượ ỏ ẳ ậ ợ ị ế
ới độ ứ 𝑘𝑘 ả ực lên đầu dướ ủ ộ ằ ới độ
ứ 𝐶𝐶

ột đồ ấ ền đất Winkler đượ ỏ ở
ệ ị ế

ệ ọa độ ớ ụ 𝑧𝑧 hướng theo phương chiề
ột, đặ u = 𝑢𝑢(𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧)𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 ể ị ủ ộ ạ 𝜔𝜔 ớ

𝑡𝑡 ế ờ 𝑖𝑖 ố ứ (𝑖𝑖2 = −1) ụ ố
ể ủ ệ ở ạng thái tĩnh trong khoả ờ [𝑡𝑡1, 𝑡𝑡2] đượ ễ

ả phương trình như sau
∫ ∫ 𝜌𝜌𝜌𝜌𝜕𝜕2𝑢𝑢

𝜕𝜕𝑡𝑡2 𝑑𝑑𝑡𝑡𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑖𝑖2

𝑖𝑖1𝛤𝛤
+ ∫ ∫ 𝐸𝐸𝐸𝐸 𝜕𝜕4𝑢𝑢

𝜕𝜕𝑙𝑙4 𝑑𝑑𝑡𝑡𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑖𝑖2

𝑖𝑖1𝛤𝛤
= 0

Trong đó 𝜌𝜌, 𝐸𝐸 ối lượ môđun đàn hồ ủ ậ ệ
𝜌𝜌, 𝐸𝐸 ần lượ ệ ủ ế ệ ộ 𝑙𝑙 ế

ề Γ ể ị ả dĩ ừ định nghĩa củ
𝐮𝐮, phương trình (1) đượ ến đổi như sau

𝜌𝜌𝜌𝜌𝜕𝜕2𝑢𝑢
𝜕𝜕𝑡𝑡2 + 𝐸𝐸𝐸𝐸 𝜕𝜕4𝑢𝑢

𝜕𝜕𝑙𝑙4 = 0

⇔ −𝜔𝜔2𝜌𝜌𝜌𝜌𝑢𝑢𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝐸𝐸𝐸𝐸 𝜕𝜕4𝑢𝑢
𝜕𝜕𝑙𝑙4 𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0

⇔ 𝜕𝜕4𝑢𝑢
𝜕𝜕𝑙𝑙4 = 𝜔𝜔2 𝜌𝜌𝜌𝜌

𝐸𝐸𝐸𝐸 𝑢𝑢 ⇔ 𝑢𝑢(4) = 𝜆𝜆𝑢𝑢
ớ 𝜆𝜆 = 𝜔𝜔2 𝜌𝜌𝜌𝜌

𝐸𝐸𝐸𝐸 là đại lượ hướng, đặc trưng cho
độ ủ ộ

Điề ệ ủ ột đang xét vớ ề 𝐿𝐿 ề
đất đàn hồ ới độ 𝐿𝐿𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 (0 ≤ 𝑦𝑦 ≤ 𝐿𝐿𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒) đượ ể
như sau:

𝑢𝑢(2)(0) = 𝐶𝐶
𝐸𝐸𝐸𝐸 𝑢𝑢(1)(0) = 𝛼𝛼𝑐𝑐𝑢𝑢(1)

𝑢𝑢(3)(𝑦𝑦) = − 𝑘𝑘
𝐸𝐸𝐸𝐸 𝑢𝑢(𝑦𝑦) = 𝛼𝛼𝑘𝑘𝑢𝑢(𝑦𝑦)     ∀0 ≤ 𝑦𝑦 ≤ 𝑙𝑙𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒

ộ ể ị ả dĩ 𝑣𝑣(𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧) ấ ỳ
Γ ế ủa phương trình ớ 𝑣𝑣 ấ

ề Γ ế ợ ới các điề ện biên, phương trình (4) đượ ế ạ
như sau
𝛼𝛼𝐶𝐶[𝑢𝑢(1)(0). 𝑣𝑣(1)(0)] + 𝛼𝛼𝑘𝑘[𝑢𝑢(𝑦𝑦). 𝑣𝑣(𝑦𝑦)]𝛤𝛤 + ∫ 𝑢𝑢(2). 𝑣𝑣(2)𝑑𝑑𝑑𝑑𝛤𝛤 = 𝜆𝜆 ∫ 𝑢𝑢. 𝑣𝑣 𝑑𝑑𝑑𝑑𝛤𝛤

Phương trình ế ến độ ỏ ủa độ ứ ề
(Δ𝛼𝛼𝑘𝑘 ≪ 𝛼𝛼𝑘𝑘,   Δ𝛼𝛼𝑐𝑐 ≪ 𝛼𝛼𝑐𝑐) ớ ến độ ủa mode dao độ (Δ𝜆𝜆) ử ụ

ấ ủ Γ tương quan giữa độ ứ ề
đặc trưng dao độ ủ ộ ể đượ ể ễ ằ phương trình 

dưới đây
1
𝜆𝜆 [𝛥𝛥𝛼𝛼𝐶𝐶

𝛼𝛼𝐶𝐶
𝛼𝛼𝐶𝐶 (𝑢𝑢(1)(0))

2
+ 𝛥𝛥𝛼𝛼𝑘𝑘

𝛼𝛼𝑘𝑘
∑ 𝛼𝛼𝑘𝑘𝑢𝑢(𝑦𝑦)2

𝑙𝑙𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒

0
] = 𝛥𝛥𝜆𝜆

𝜆𝜆

Trong đó: 𝛼𝛼𝑘𝑘 ị ổ ủa độ ứ ề
ị trung bình độ ứ ủ ể ị 𝛼𝛼𝑘𝑘

Phương trình (8) đượ ổ 𝑛𝑛 mode dao động như sau

[𝛼𝛼𝐶𝐶
𝜆𝜆𝑖𝑖

(𝑢𝑢𝑖𝑖
(1)(0))

2 1
𝜆𝜆𝑖𝑖

∑ 𝛼𝛼𝑘𝑘𝑢𝑢𝑖𝑖,𝑙𝑙(𝑦𝑦)2
𝑙𝑙𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒

𝑙𝑙=0

]
0≤𝑖𝑖≤𝑛𝑛

×

[
 
 
 𝛥𝛥𝛼𝛼𝐶𝐶
𝛼𝛼𝐶𝐶
𝛥𝛥𝛼𝛼𝑘𝑘
𝛼𝛼𝑘𝑘 ]

 
 
 
= [𝛥𝛥𝜆𝜆𝑖𝑖

𝜆𝜆𝑖𝑖
]
0≤𝑖𝑖≤𝑛𝑛

⇔ 𝜌𝜌𝑛𝑛×2 ×

[
 
 
 𝛥𝛥𝛼𝛼𝐶𝐶
𝛼𝛼𝐶𝐶
𝛥𝛥𝛼𝛼𝑘𝑘
𝛼𝛼𝑘𝑘 ]

 
 
 
= [𝛥𝛥𝜆𝜆𝑖𝑖

𝜆𝜆𝑖𝑖
]
1×𝑛𝑛

⇔

[
 
 
 𝛥𝛥𝛼𝛼𝐶𝐶
𝛼𝛼𝐶𝐶
𝛥𝛥𝛼𝛼𝑘𝑘
𝛼𝛼𝑘𝑘 ]

 
 
 
= 𝜌𝜌+ ⊗ [𝛥𝛥𝜆𝜆𝑖𝑖

𝜆𝜆𝑖𝑖
]
1×𝑛𝑛

Trong đó 𝜌𝜌 = [𝛼𝛼𝐶𝐶
𝜆𝜆𝑖𝑖

(𝑢𝑢𝑖𝑖
(1)(0))

2 1
𝜆𝜆𝑖𝑖

∑ 𝛼𝛼𝑘𝑘𝑢𝑢𝑖𝑖,𝑙𝑙(𝑦𝑦)2𝑙𝑙𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒
𝑙𝑙=0 ]

0≤𝑖𝑖≤𝑛𝑛
𝜌𝜌+

ậ ả ịch đả ủ ậ 𝜌𝜌
ể ấ ằ ự thay đổ ầ ố riêng đượ ế ớ ự

thay đổi độ ứ ủa móng theo bình phương chuyể ị
ủ ầ ột trong đấ ậ 𝔸𝔸 đượ ọi là “ma trậ ả ứng” đượ
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thay đổ ầ ố riêng đầ ủ ầ ộ ố ứ
đánh giá riêng trụ ầ ầu đượ ộ ố ố ấ
tương tác đấ – ế ấu đượ ỉ ằ ệ ỉ ỏ
ố ớ ế ả ự ệ ầ ế ứu đề ấ ự

ấ ằ ững thay đổ ề ầ ố dao độ ạ
ề ữ ệ ừ

ữ ứ ả ụ ể xói mòn như sự thay đổ ề
ầ trong đấ ủ ụ ầu. Phương pháp này có thể ảm độ

ủa nó trong trườ ợ ề ặ
ống mà xói mòn đấ ỉ ể ệ ộ ầ ứ ả ộ

ụ
ứ ằ ục đích phát triể ột phương pháp mớ

ằm định lượ ối tương quan giữ ự ể ủ ớ
ự thay đổ ủ ầ ố dao độ đề ấ
ự thay đổi độ sâu xói mòn được coi như ự ảm độ ứ ổ ể
ủ ộ ọc được đề ấ xét đế tương tác giữ

đấ ế ấu để ả ự thay đổ ầ ố dao độ ự
đổi độ ứ ủ ợ ệ ả ủa mô hình đề ấ
đượ ể ế ả ề ổ dao độ ủ ộ ệ

ện trườ

Biến thiên đặc tính dao động riêng của cột trong nền đất đồng 
nhất khi độ cứng nền thay đổi

ầ ộ ải tích đượ ển để
ự ảm độ ứ ủ ớ ự thay đổ ầ ố ủ ộ

ền đất đồ ấ ộ ộ ự ở ột đầu và đượ
ộ ầ ền đấ ạng Winkler như hình 1 ả ự ủa đấ

ặ ủ ộ đượ ỏ ẳ ậ ợ ị ế
ới độ ứ 𝑘𝑘 ả ực lên đầu dướ ủ ộ ằ ới độ
ứ 𝐶𝐶

ột đồ ấ ền đất Winkler đượ ỏ ở
ệ ị ế

ệ ọa độ ớ ụ 𝑧𝑧 hướng theo phương chiề
ột, đặ u = 𝑢𝑢(𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧)𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 ể ị ủ ộ ạ 𝜔𝜔 ớ

𝑡𝑡 ế ờ 𝑖𝑖 ố ứ (𝑖𝑖2 = −1) ụ ố
ể ủ ệ ở ạng thái tĩnh trong khoả ờ [𝑡𝑡1, 𝑡𝑡2] đượ ễ

ả phương trình như sau
∫ ∫ 𝜌𝜌𝜌𝜌𝜕𝜕2𝑢𝑢

𝜕𝜕𝑡𝑡2 𝑑𝑑𝑡𝑡𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑖𝑖2

𝑖𝑖1𝛤𝛤
+ ∫ ∫ 𝐸𝐸𝐸𝐸 𝜕𝜕4𝑢𝑢

𝜕𝜕𝑙𝑙4 𝑑𝑑𝑡𝑡𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑖𝑖2

𝑖𝑖1𝛤𝛤
= 0

Trong đó 𝜌𝜌, 𝐸𝐸 ối lượ môđun đàn hồ ủ ậ ệ
𝜌𝜌, 𝐸𝐸 ần lượ ệ ủ ế ệ ộ 𝑙𝑙 ế

ề Γ ể ị ả dĩ ừ định nghĩa củ
𝐮𝐮, phương trình (1) đượ ến đổi như sau

𝜌𝜌𝜌𝜌𝜕𝜕2𝑢𝑢
𝜕𝜕𝑡𝑡2 + 𝐸𝐸𝐸𝐸 𝜕𝜕4𝑢𝑢

𝜕𝜕𝑙𝑙4 = 0

⇔ −𝜔𝜔2𝜌𝜌𝜌𝜌𝑢𝑢𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝐸𝐸𝐸𝐸 𝜕𝜕4𝑢𝑢
𝜕𝜕𝑙𝑙4 𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0

⇔ 𝜕𝜕4𝑢𝑢
𝜕𝜕𝑙𝑙4 = 𝜔𝜔2 𝜌𝜌𝜌𝜌

𝐸𝐸𝐸𝐸 𝑢𝑢 ⇔ 𝑢𝑢(4) = 𝜆𝜆𝑢𝑢
ớ 𝜆𝜆 = 𝜔𝜔2 𝜌𝜌𝜌𝜌

𝐸𝐸𝐸𝐸 là đại lượ hướng, đặc trưng cho
độ ủ ộ

Điề ệ ủ ột đang xét vớ ề 𝐿𝐿 ề
đất đàn hồ ới độ 𝐿𝐿𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 (0 ≤ 𝑦𝑦 ≤ 𝐿𝐿𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒) đượ ể
như sau:

𝑢𝑢(2)(0) = 𝐶𝐶
𝐸𝐸𝐸𝐸 𝑢𝑢(1)(0) = 𝛼𝛼𝑐𝑐𝑢𝑢(1)

𝑢𝑢(3)(𝑦𝑦) = − 𝑘𝑘
𝐸𝐸𝐸𝐸 𝑢𝑢(𝑦𝑦) = 𝛼𝛼𝑘𝑘𝑢𝑢(𝑦𝑦)     ∀0 ≤ 𝑦𝑦 ≤ 𝑙𝑙𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒

ộ ể ị ả dĩ 𝑣𝑣(𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧) ấ ỳ
Γ ế ủa phương trình ớ 𝑣𝑣 ấ

ề Γ ế ợ ới các điề ện biên, phương trình (4) đượ ế ạ
như sau
𝛼𝛼𝐶𝐶[𝑢𝑢(1)(0). 𝑣𝑣(1)(0)] + 𝛼𝛼𝑘𝑘[𝑢𝑢(𝑦𝑦). 𝑣𝑣(𝑦𝑦)]𝛤𝛤 + ∫ 𝑢𝑢(2). 𝑣𝑣(2)𝑑𝑑𝑑𝑑𝛤𝛤 = 𝜆𝜆 ∫ 𝑢𝑢. 𝑣𝑣 𝑑𝑑𝑑𝑑𝛤𝛤

Phương trình ế ến độ ỏ ủa độ ứ ề
(Δ𝛼𝛼𝑘𝑘 ≪ 𝛼𝛼𝑘𝑘,   Δ𝛼𝛼𝑐𝑐 ≪ 𝛼𝛼𝑐𝑐) ớ ến độ ủa mode dao độ (Δ𝜆𝜆) ử ụ

ấ ủ Γ tương quan giữa độ ứ ề
đặc trưng dao độ ủ ộ ể đượ ể ễ ằ phương trình 

dưới đây
1
𝜆𝜆 [𝛥𝛥𝛼𝛼𝐶𝐶

𝛼𝛼𝐶𝐶
𝛼𝛼𝐶𝐶 (𝑢𝑢(1)(0))

2
+ 𝛥𝛥𝛼𝛼𝑘𝑘

𝛼𝛼𝑘𝑘
∑ 𝛼𝛼𝑘𝑘𝑢𝑢(𝑦𝑦)2

𝑙𝑙𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒

0
] = 𝛥𝛥𝜆𝜆

𝜆𝜆

Trong đó: 𝛼𝛼𝑘𝑘 ị ổ ủa độ ứ ề
ị trung bình độ ứ ủ ể ị 𝛼𝛼𝑘𝑘

Phương trình (8) đượ ổ 𝑛𝑛 mode dao động như sau

[𝛼𝛼𝐶𝐶
𝜆𝜆𝑖𝑖

(𝑢𝑢𝑖𝑖
(1)(0))

2 1
𝜆𝜆𝑖𝑖

∑ 𝛼𝛼𝑘𝑘𝑢𝑢𝑖𝑖,𝑙𝑙(𝑦𝑦)2
𝑙𝑙𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒

𝑙𝑙=0

]
0≤𝑖𝑖≤𝑛𝑛

×

[
 
 
 𝛥𝛥𝛼𝛼𝐶𝐶
𝛼𝛼𝐶𝐶
𝛥𝛥𝛼𝛼𝑘𝑘
𝛼𝛼𝑘𝑘 ]

 
 
 
= [𝛥𝛥𝜆𝜆𝑖𝑖

𝜆𝜆𝑖𝑖
]
0≤𝑖𝑖≤𝑛𝑛

⇔ 𝜌𝜌𝑛𝑛×2 ×

[
 
 
 𝛥𝛥𝛼𝛼𝐶𝐶
𝛼𝛼𝐶𝐶
𝛥𝛥𝛼𝛼𝑘𝑘
𝛼𝛼𝑘𝑘 ]

 
 
 
= [𝛥𝛥𝜆𝜆𝑖𝑖

𝜆𝜆𝑖𝑖
]
1×𝑛𝑛

⇔

[
 
 
 𝛥𝛥𝛼𝛼𝐶𝐶
𝛼𝛼𝐶𝐶
𝛥𝛥𝛼𝛼𝑘𝑘
𝛼𝛼𝑘𝑘 ]

 
 
 
= 𝜌𝜌+ ⊗ [𝛥𝛥𝜆𝜆𝑖𝑖

𝜆𝜆𝑖𝑖
]
1×𝑛𝑛

Trong đó 𝜌𝜌 = [𝛼𝛼𝐶𝐶
𝜆𝜆𝑖𝑖

(𝑢𝑢𝑖𝑖
(1)(0))

2 1
𝜆𝜆𝑖𝑖

∑ 𝛼𝛼𝑘𝑘𝑢𝑢𝑖𝑖,𝑙𝑙(𝑦𝑦)2𝑙𝑙𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒
𝑙𝑙=0 ]

0≤𝑖𝑖≤𝑛𝑛
𝜌𝜌+

ậ ả ịch đả ủ ậ 𝜌𝜌
ể ấ ằ ự thay đổ ầ ố riêng đượ ế ớ ự

thay đổi độ ứ ủa móng theo bình phương chuyể ị
ủ ầ ột trong đấ ậ 𝔸𝔸 đượ ọi là “ma trậ ả ứng” đượ

ự ổ dao độ ụ ể (𝜆𝜆𝑖𝑖=0,𝑛𝑛 ậ ể
ấ ề ắc hơn về tác độ ủ ự thay đổi độ ứ
ủ ớ ừng mode dao độ và ngượ ạ

Kiểm chứng mô hình

ầ ự ợ ủ mô hình đề ấ ở đượ
đánh giá ớ ế ả ủ ệ ện trườ
ủ ộ ự ớ ệ ệ
ộ ọ ỗ ế ệ 𝑅𝑅 = 170 𝑚𝑚𝑚𝑚 đượ ắ

đặ ề ổ ề ọ ở ạng thái ban đầ
ọc đượ m trong đấ ề ự m). Dao độ
ủ ọc đượ ạ ằng búa dao độ ố ứ ờ ủa dao độ

đượ ạ ằ ố ố ế đượ ắp đặ ọ ầ ề
ự do ban đầ ả đã thự ện đo đạ ấ

độ ồ ạng thái ban đầ ỗ ấ

ộ ệ ện trườ
kích thướ ằ ả

ỏ ổ dao động đượ ự ệ ằ ầ ử
ữ ạ ầ ề ột đượ ỏ ằ ầ ử
ầ Bernoulli, trong đó, phầ ầm trong đất đượ ỏ ở

ầ ử ầ ế ớ ầ ử ị ế ầ
ử ở điể ố ủ ộ trong đấ Độ ứ ủ ị ế

đượ ả ết tăng tuyế ề ừ 2 × 107 𝑘𝑘𝑚𝑚𝑖𝑖𝑛𝑛 ớ
12 × 107 𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 ự ế ả ệm xuyên tĩnh ủ
và độ ứ ủa lò xo xoay đượ ức đề ấ ở

𝐾𝐾𝜃𝜃 = 8𝐺𝐺𝑅𝑅3

3(1−𝜐𝜐) ≈ 2.42 × 106 ớ 12 × 107 môđun
ắ 𝜈𝜈 = 0,35 ệ ố ủ ề ại điể ố ủ ộ

Trướ ế ấu đượ ể ứ ớ ế ả
ệm thông qua phân tích dao độ ở ứ

ạng thái ban đầ
ệ ở ứ ớn hơn cho ế ả phân tích dao độ

ậ ị độ ứ ủ ể ị ằ
ức xói mòn tương ứng được đặ ằ ạ ữ

ị ế ủ ầ ố dao động riêng đầ 𝑓𝑓1 tương 
ứ ớ ức độ ỏng, đượ ể ễ ở

ả dưới đây.

ầ ố dao độ ủ ộ ớ ứ
tương ứng thu đượ ừ ệ ừ mô hình đề ấ

ể ấ ị cũng như mứ độ ế ủ ầ ố
độ ứ ấ ức độ ợ ớ ế ả

ệ ố tăng ở ứ ự ế ổ
đị ủ ộ ở ức độ ố ớ ấ ỉ % đạ
ạ ứ ậy, sơ đồ ế ấ ự ọ ỏ

ợ ể ử ụng để ự ận độ ạ đặc trưng 
ộ

ể ị ại các điể ị ế trong dao động riêng đầ
và độ ứng tương ứ ỏ ở ạng thái ban đầu đượ

ệ ả dưới đây, trong đó: DX, DY, DZ là các chuyể ị ẳ
theo phương X, Y, Z; DRX, DRY, DRZ là các chuyể ị ần lượ

ụ ể ị đượ ẩ ới độ ớ ủ
ể ị ớ ấ

Do tính đố ứ ủ ộ ể ị theo phương X và góc xoay 
ụ ể xem là đủ để ự ậ ả ứ

A= [𝛼𝛼𝐶𝐶
𝜆𝜆1

(𝑢𝑢1
(1)(0))

2 1
𝜆𝜆1

∑ 𝛼𝛼𝑘𝑘,𝑗𝑗𝑢𝑢1,𝑗𝑗(𝑦𝑦)2

𝑛𝑛𝑠𝑠𝑠𝑠

𝑗𝑗=1
]

= 1
(2𝜋𝜋𝑓𝑓1)2 𝜌𝜌𝜌𝜌

𝐸𝐸𝐸𝐸 𝐸𝐸𝐸𝐸
[𝐾𝐾𝜃𝜃𝐷𝐷𝑅𝑅𝑌𝑌1

2 ∑ 𝑘𝑘𝑗𝑗. 𝐷𝐷𝑋𝑋𝑗𝑗
2

𝑛𝑛𝑠𝑠𝑠𝑠

𝑗𝑗=1
]

𝐴𝐴 ≈ [3,52 × 10−8 0,2957] ⇒ 𝐴𝐴+ ≈ [ 0
3,382]

ể ấ ậ ả ứ ần đặc trưng cho ả
hưở ủ ệ ậ ệ ố ả ự ế, đố ớ

Mứ
c x

ói 
mò

n (
m)

Tần số dao động riêng thứ nhất (Hz)

Thí nghiệm

Mô phỏng
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ộ ả ự ủ ền đất đóng vai trò quan trọng hơn 
ề ớ ầ ừ phương trình (12), mức độ

Δ𝑙𝑙 đượ ễ ị ừ ến thiên độ ứ Δ𝛼𝛼/𝛼𝛼 ủ ề
đất như sau:

[
𝛥𝛥𝛼𝛼𝐶𝐶
𝛼𝛼𝐶𝐶

𝛥𝛥𝛼𝛼𝑘𝑘
𝛼𝛼𝑘𝑘

] = 𝐴𝐴+ ⊗ [𝛥𝛥𝜆𝜆1
𝜆𝜆1

]  ⇔  [
𝛥𝛥𝐾𝐾𝜃𝜃
𝐾𝐾𝜃𝜃
𝛥𝛥𝐾𝐾
𝐾𝐾

]  = A+ ⊗ [𝛥𝛥𝑓𝑓1
2

𝑓𝑓1
2 ] 𝐾𝐾 =

𝑛𝑛𝑠𝑠𝑠𝑠 [∑ 1
𝑘𝑘𝑗𝑗

𝑛𝑛𝑠𝑠𝑠𝑠
𝑗𝑗=1 ]

−1

( ) 2max min
min : . . 0

2 embed

k k
l F l l k l K

l
−

  =  +  − =

Trong đó: 𝑙𝑙𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 = 6,5 m là độ ần ngàm trong đấ ủ ộ
ở ạng thái ban đầ

Bảng 1. Chuyển vị đã chuẩn hóa tại nút của các lò xo và độ cứng tương ứng

Phần tử lò xo ngàm trong đất Chuyển vị thẳng (m) Chuyển vị xoay ( Độ cứng của phần tử lò xo 

ự báo độ ủa mô hình đượ ới độ ự
ủ ố ể ấ ằ ự báo tương đố ố độ

ủ ột đố ớ ức độ xói mòn dướ m (tương 
đương 38 % độ 𝑙𝑙𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒) và kém chính xác hơn ở độ ớ Điề
này đượ ả ừ ả ấ ô hình đề ấ : các phương trình vi phân
ử ụ ế ỏ ủa độ ứ ề Δ𝛼𝛼 cũng như biế ỏ
ủa dao độ Δ𝜆𝜆 ẫn đế ệ ế ở ữ ế

ớ ủa độ ứ ề ả ự ố ủ
tương đố ớ ệ ạ ớ ỉ đượ ự ớ

ạ dao động riêng đầ ế ấu đố ứ , do đó ữ
ể ệ ế ấ ất đố ứ ớ ề ạ

độ ố ệ ết hơn ầ ết để ể
ứ ủ hình đề ấ
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ộ ả ự ủ ền đất đóng vai trò quan trọng hơn 
ề ớ ầ ừ phương trình (12), mức độ

Δ𝑙𝑙 đượ ễ ị ừ ến thiên độ ứ Δ𝛼𝛼/𝛼𝛼 ủ ề
đất như sau:

[
𝛥𝛥𝛼𝛼𝐶𝐶
𝛼𝛼𝐶𝐶

𝛥𝛥𝛼𝛼𝑘𝑘
𝛼𝛼𝑘𝑘

] = 𝐴𝐴+ ⊗ [𝛥𝛥𝜆𝜆1
𝜆𝜆1

]  ⇔  [
𝛥𝛥𝐾𝐾𝜃𝜃
𝐾𝐾𝜃𝜃
𝛥𝛥𝐾𝐾
𝐾𝐾

]  = A+ ⊗ [𝛥𝛥𝑓𝑓1
2

𝑓𝑓1
2 ] 𝐾𝐾 =

𝑛𝑛𝑠𝑠𝑠𝑠 [∑ 1
𝑘𝑘𝑗𝑗

𝑛𝑛𝑠𝑠𝑠𝑠
𝑗𝑗=1 ]

−1

( ) 2max min
min : . . 0

2 embed

k k
l F l l k l K

l
−

  =  +  − =

Trong đó: 𝑙𝑙𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 = 6,5 m là độ ần ngàm trong đấ ủ ộ
ở ạng thái ban đầ

Bảng 1. Chuyển vị đã chuẩn hóa tại nút của các lò xo và độ cứng tương ứng

Phần tử lò xo ngàm trong đất Chuyển vị thẳng (m) Chuyển vị xoay ( Độ cứng của phần tử lò xo 

ự báo độ ủa mô hình đượ ới độ ự
ủ ố ể ấ ằ ự báo tương đố ố độ

ủ ột đố ớ ức độ xói mòn dướ m (tương 
đương 38 % độ 𝑙𝑙𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒) và kém chính xác hơn ở độ ớ Điề
này đượ ả ừ ả ấ ô hình đề ấ : các phương trình vi phân
ử ụ ế ỏ ủa độ ứ ề Δ𝛼𝛼 cũng như biế ỏ
ủa dao độ Δ𝜆𝜆 ẫn đế ệ ế ở ữ ế

ớ ủa độ ứ ề ả ự ố ủ
tương đố ớ ệ ạ ớ ỉ đượ ự ớ

ạ dao động riêng đầ ế ấu đố ứ , do đó ữ
ể ệ ế ấ ất đố ứ ớ ề ạ

độ ố ệ ết hơn ầ ết để ể
ứ ủ hình đề ấ

ự ủ ề độ xói mòn và độ ự ế
ệ

 
ặ ệc ước lượ ứ ảm độ ứ ủ ỉ đượ

ự ệ ớ ầ ố riêng đầ ự tương quan tố ữ
mô hình đề ấ ế ả ự ệ ể ợ ộ
phương pháp mớ ệ ả để ở ụ ầ

Đố ớ ộ ầu có nguy cơ xói mòn, trướ ế ự ệ
ổ dao độ ằ ả ỏ ự ệm để xác đị

ậ ả ứ ề ầ ố và mode dao động riêng đượ
ệ ận càng chính xác. Sau đó, lắp đặ ả ế ố ạ
ộ ố ị ợ ụ ầ ầ ữ ệu thu đượ

ừ rung độ ộ, gió,…) có thể đượ ử ụng để
ự thay đổ ầ ố độ ủ ầ ự ả độ

ứ ủ ể được đị lượ ự ậ
đã đề ấ ứ và sau đó, độ ể đượ ễ
ị ừ ự ảm độ ứ

Phương pháp đề ấ ữ ệ ệ ụ
ạ ủ ụ ầ hương pháp ể ự

ệ ừ ế ệ ấ ề ữ
để ướ ức độ ổ ạ ủ ầ ệ ớ ngăn 

ặ ả năng sụp đổ ủ ầ

Kết luận

đã ộ ố đượ ể để
ằng phương pháp phân tích phổ dao động. Trong mô hình đề

ấ ện tượ ể ị ằ ự ảm độ ứ ổ ể ủ
ề móng, đượ ế ớ ự thay đổ ầ ố ủ ận độ
ạ h đặc trưng dao độ ủ ế ấu dướ ạ

ố
đượ ể ằ ộ ệ ề ệ ứ

ầ ố ủ ộ ỗ đấ ỉ ự
thay đổ ủ ầ ố đầu tiên đượ ử ụng để ới ướ
lượ ủ ế ả ỏ ẫ ấ ả năng 
ước lượng tương đố ố ủ ầ ữ ứ ự

ệm sâu hơn để ệ ỉnh mô hình đề ất, đặ ệ ổ
độ ủ ụ ầ ự

ừ ế ả ự ể ủ ột phương pháp 
ến để ừ ạ ủ ụ ầu đã được đề ấ

Phương pháp này ấ ứ ẹ ề ềm năng khai thác, tuy 
ầ ầ ữ ệ ỉ ộ ố ầ
ạ để ể ự ự ứ ụng phương pháp này vào mô hình 
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