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Tóm tTóm tTóm tTóm ttttt    
Trong nhng nm gn ây, h thu thp nng lng phi tuyn s dng dm àn hi có dán vt liu áp in và hai nam châm c t 
gn u t do ca dm rt c quan tâm nghiên cu. Phng pháp ph bin nht  mô hình hóa h thng này là ri rc hóa dm 
àn hi theo không gian vi mt hàm dng và gi s lc àn hi do t trng gây ra có dng a thc bc ba. Hai nam châm c nh 
v sao cho h tn ti hai v trí cân bng n nh và mt v trí cân bng không n nh. Phng pháp mô hình hóa này dn n mt 
phng trình Duffing vi h s àn hi tuyn tính âm và h s àn hi bc ba dng. Mc dù mô hình này có th mô t c tính cht 
lng cc n nh nêu trên, tính y  ca các gi thuyt cha c kim chng k lng. Bài báo này trình bày kt qu ca các 
nghiên cu thc nghim v tính y  ca phng trình Duffing mô t h c hc gm dm àn hi và nam châm, trong ó dm không 
mang vt liu áp in vi mc ích n gin hóa quá trình tính toán. Do ó, mt mô hình ã c phát trin  xác nh lc àn hi 
bc ba ca h. Kt qu tính toán lý thuyt v áp ng ng lc hc ca mô hình Duffing vi các kích ng iu hòa c so sánh vi 
thc nghim. Các kt qu nói chung rt phù hp, tuy nhiên mô hình còn hn ch nh các nghim ca mô hình dch n tn s cao 
hn so vi thc nghim. 
TTTT    khóakhóakhóakhóa: ng lc hc phi tuyn, thu thp nng lng, dm có hai v trí cân bng, phng trình Duffing, lc àn hi bc ba. 
 
AbstractAbstractAbstractAbstract    
In recent years, a nonlinear energy harvesting system using piezo cantilever beam with two magnets placed near the free end of the 
beam is of great research interest. The most common method for modeling this system is to discretize spatially the beam with only one 
ansatz function and to assume a cubic elastic force caused by the magnetic field. The magnets are positioned so that the system exists 
two stable equilibrium positions and an unstable one. This modeling method resulted in a Duffing equation with a negative linear elastic 
term and a positive cubic restoring term. Although this model can describe the above bistablity, its sufficiency of the assumptions has 
not been thoroughly verified. This paper presents the experimental results on the sufficiency of the Duffing equation describing a 
mechanical system consisting of elastic beams and magnets, without piezos for the purpose of simplification. Therefore, a model was 
developed to determine the cubic restoring force of the system. The theoretical results on the dynamic response of the Duffing model 
with the harmonic excitations were compared with the experiments. The results are generally in good agreement, but limitations of the 
model are still observed, as the solutions of the model shift to higher frequencies compared to the experiments. 
KeywordsKeywordsKeywordsKeywords: nonlinear dynamics, energy harvesting, bistable beam, Duffing equation, cubic restoring force. 
 
1.1.1.1. GiGiGiGii thii thii thii thiuuuu    chungchungchungchung    
H thu thp nng lng nói chung c s dng  thu hi các 
phn nng lng nh t môi trng mà thông thng là nng 
lng mt mát. Trong ó, các h thu thp nng lng dao ng 
nhn dao ng t môi trng  to ra nng lng in [1, 2]. 
Mt phng pháp ph bin  bin i nng lng c hc thành 
nng lng in là s dng gm áp in dán trên kt cu chu 
bin dng. ã có nhiu công trình nghiên cu v ng x cng 
nh các phng pháp nâng cao hiu sut ca h dao ng ó 
[3, 4]. Trong [5], do bn cht ngu nhiên hoc có di tn s rng 
ca các dao ng trong thc t, các phng pháp tính toán ã 
c a ra khác bit so vi trng hp kích ng n tn ca 
h tuyn tính cho trc [6]. Trong hình 1 là mô hình h thu thp 
nng lng phi tuyn s dng gm áp in, bao gm khung dao 
ng và mt dm st t chu un trên ó có gn tm áp in. 
Nh vy, dm c ngàm trên kt cu chuyn ng óng vai 
trò kích ng ng hc ca h. c trng ca h thu thp nng 

lng này là ng x phi tuyn do các nam châm c t gn 
u t do ca dm. Hình 2 biu din lc àn hi phi tuyn vi 
ba v trí cân bng ng vi giá tr lc trit tiêu, trong ó ch có 
hai v trí cân bng ng vi chuyn v khác không ca u dm 
t do là n nh. Nh tính cht phi tuyn, h hot ng hiu 
qu hn so vi h tuyn tính tng ng khi kích ng a tn 
phân b xung quanh tn s c bn ca h và khi h dao ng 
quanh hai v trí cân bng n nh [7]. 

 
Hình 1.Hình 1.Hình 1.Hình 1. H thu thp nng lng dao ng. 

 

 
 mô hình hóa h thu thp nng lng này, ta xét h thành 

ba b phn gm dm chu un, lc àn hi do t trng gây ra 
bi nam châm và phn in gm gm áp in và mch in.  
n gin hóa khi tp trung kho sát lc àn hi phi tuyn ca nam 
châm, ch xét h không có phn in. B phn chính ca h c 
hc là dm àn hi c xem là dm Euler-Bernoulli. Dm c 
ri rc hóa s dng dng riêng u tiên khi không có nam châm, 
t ó có th mô t ng x ng lc hc ca h bng mt phng 
trình vi phân thng bc hai [7]. Vic s dng dng riêng tuyn 
tính u tiên ca dm là   mô hình hóa h trong hu ht các 
trng hp, dng riêng th hai tham gia rt ít vào dao ng trong 
trng hp áp ng siêu iu hòa [8]. Tác dng ca các nam 
châm có th coi nh lc tp trung t ti u t do ca dm và 
c gi thit có dng a thc bc ba không cha s hng bc 
hai. Mô hình này có th mô t tính cht lng cc n nh nh 
phng trình Duffing vi lc àn hi tuyn tính âm và lc àn hi 
bc ba dng. Mt s bin th ca h vi cách t nam châm 
khác hoc hiu ng phi tuyn khác cng u dn n phng 
trình Duffing. Các tham s ca mô hình c xác nh t thc 
nghim hoc a vào các gi thit. V trí cân bng n nh ca 
h và tn s dao ng riêng quanh v trí ó cn c xác nh. 
Phng pháp khác  mô hình hóa h là mô phng tác dng ca 
t trng tuyn tính. Tuy nhiên, phng pháp này ch có kt qu 
tt khi dm dao ng bé quanh v trí cân bng n nh. Trong bài 
báo này, ng x bình n ca h vi các kích ng iu hòa khác 
nhau s c nghiên cu và so sánh vi kt qu thc nghim. 
2.2.2.2. Mô hình Mô hình Mô hình Mô hình hóahóahóahóa    hhhh    c hc hc hc hcccc    
Dm àn hi trong h c hc ng vi h thu thp nng lng 
có th c mô hình hóa là dm Euler-Bernoulli dao ng un 
khi chu kích ng ng hc. Chuyn v w ca dm c mô t 
bi phng trình vi phân o hàm riêng ph thuc ta  trên 
dm x và thi gian t. Thc hin ri rc hóa dm s dng dng 
nghim Ritz 

wx,t=Wxpt                            (1) 
Trong ó, W là dng riêng u tiên ca dm tuyn tính,  ∈0,  là ta  xác nh v trí trên dm, L là chiu dài dm và p 

là ta  suy rng ph thuc thi gian. Chn giá tr  = 1 ti  =

,khi ó p biu din dao ng ca u t do ca dm w(L, t). T 
ó, ta có phng trình vi phân chuyn ng ca h 

p t+2Dωp t-αpt+βp3t=gz bt                (2) 
Phng trình (2) biu din dao ng ca chn t Duffing 

chu kích ng ng hc, trong ó h s g c xác nh bi 

g=-  WxdxL
0

 W2xdxL
0

                                          (3) 

và kích ng ng hc là kích ng iu hòa vi biên  
không i  =    .  có lc àn hi phi tuyn di 
dng − + , lc t c gi thit là lc tp trung tác 
dng ti u t do ca dm và có dng a thc bc ba. H s cn 
tuyn tính D cng c a vào phng trình. Khi các h s ,  > 0, tn ti hai v trí cân bng n nh nm v hai phía ca 
v trí dm cha bin dng. 

p1,2=±α
β                                            (4) 

Tn s dao ng t do ng vi dao ng nh xung quanh 
mi v trí cân bng có th c xác nh nh phng pháp tuyn 
tính hóa 

ω=√2α                                           (5) 
Các tham s ca mô hình có th xác dnh t thc nghim. 

Tn s dao ng t do ω và h s cn D c xác nh t dao 
ng t do ca dm quanh mi v trí cân bng di tác dng ca 
t trng nam châm. Các h s g,α,β c xác nh t phng 
trình (3), (4) và (5). 

Thc hin thí nghim vi dm thép công xôn 
250 x 20 x 1 mm và hai nam châm vnh cu 20 x 10 x 5 mm có t 
d bão hòa Br = 1,35T thu dc các tham s ca h c hc nh 
trong Bng 1. S khác bit gia các giá tr tham s ng vi mi v 
trí cân bng n nh là không th tránh khi do luôn có s không 
i xng khi thit lp thí nghim. Do ó, ta s dng giá tr trung 
bình ca các tham s ω và D khi a vào phng trình (2). Các 
tham s ca mô hình cho trong Bng 2. 

BBBBng 1.ng 1.ng 1.ng 1. Tham s ca h c hc. 
Tham sTham sTham sTham s    

    
Ký Ký Ký Ký 

hihihihiuuuu    
Giá trGiá trGiá trGiá tr    

n n n n 
vvvv    

Tn s riêng ca dm (không 
có nam châm) 

ω0 2π.13,4 s-1 

V trí cân bng n nh w 1,2 ±6,97 mm 
Tn s dao ng t do ng vi 
dao ng nh quanh mi v trí 
cân bng n nh 

ω1,2 2π.14,9 
2π.14,6 s-1 

H s cn ng vi dao ng 
nh quanh mi v trí cân bng 
n nh 

D1,2 0,013 
0,019 

 

 
BBBBng 2.ng 2.ng 2.ng 2. Tham s ca mô hình. 

Tham sTham sTham sTham s        D    

Giá trGiá trGiá trGiá tr    92,7 0,016 4275,6 8,8× 10 −1,57 

 
 so sánh kt qu thc nghim vi mô hình Duffing cho 

bi phng trình (2), h c hc ng vi h thu thp nng lng 
c kích ng ng hc vi tn s khác nhau. Hình 3 biu din 

Hình 2.Hình 2.Hình 2.Hình 2. Lc àn hi phi tuyn vi hai v trí cân bng n nh 
và mt v trí cân bng không n nh. 

Fđh   
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1Trng i hc Thy li 

Nhn ngày 06/05/2021, thm nh ngày 13/5/2021, chnh sa ngày 28/05/2021, chp nhn ng 22/06/2021    

    
Tóm tTóm tTóm tTóm ttttt    
Trong nhng nm gn ây, h thu thp nng lng phi tuyn s dng dm àn hi có dán vt liu áp in và hai nam châm c t 
gn u t do ca dm rt c quan tâm nghiên cu. Phng pháp ph bin nht  mô hình hóa h thng này là ri rc hóa dm 
àn hi theo không gian vi mt hàm dng và gi s lc àn hi do t trng gây ra có dng a thc bc ba. Hai nam châm c nh 
v sao cho h tn ti hai v trí cân bng n nh và mt v trí cân bng không n nh. Phng pháp mô hình hóa này dn n mt 
phng trình Duffing vi h s àn hi tuyn tính âm và h s àn hi bc ba dng. Mc dù mô hình này có th mô t c tính cht 
lng cc n nh nêu trên, tính y  ca các gi thuyt cha c kim chng k lng. Bài báo này trình bày kt qu ca các 
nghiên cu thc nghim v tính y  ca phng trình Duffing mô t h c hc gm dm àn hi và nam châm, trong ó dm không 
mang vt liu áp in vi mc ích n gin hóa quá trình tính toán. Do ó, mt mô hình ã c phát trin  xác nh lc àn hi 
bc ba ca h. Kt qu tính toán lý thuyt v áp ng ng lc hc ca mô hình Duffing vi các kích ng iu hòa c so sánh vi 
thc nghim. Các kt qu nói chung rt phù hp, tuy nhiên mô hình còn hn ch nh các nghim ca mô hình dch n tn s cao 
hn so vi thc nghim. 
TTTT    khóakhóakhóakhóa: ng lc hc phi tuyn, thu thp nng lng, dm có hai v trí cân bng, phng trình Duffing, lc àn hi bc ba. 
 
AbstractAbstractAbstractAbstract    
In recent years, a nonlinear energy harvesting system using piezo cantilever beam with two magnets placed near the free end of the 
beam is of great research interest. The most common method for modeling this system is to discretize spatially the beam with only one 
ansatz function and to assume a cubic elastic force caused by the magnetic field. The magnets are positioned so that the system exists 
two stable equilibrium positions and an unstable one. This modeling method resulted in a Duffing equation with a negative linear elastic 
term and a positive cubic restoring term. Although this model can describe the above bistablity, its sufficiency of the assumptions has 
not been thoroughly verified. This paper presents the experimental results on the sufficiency of the Duffing equation describing a 
mechanical system consisting of elastic beams and magnets, without piezos for the purpose of simplification. Therefore, a model was 
developed to determine the cubic restoring force of the system. The theoretical results on the dynamic response of the Duffing model 
with the harmonic excitations were compared with the experiments. The results are generally in good agreement, but limitations of the 
model are still observed, as the solutions of the model shift to higher frequencies compared to the experiments. 
KeywordsKeywordsKeywordsKeywords: nonlinear dynamics, energy harvesting, bistable beam, Duffing equation, cubic restoring force. 
 
1.1.1.1. GiGiGiGii thii thii thii thiuuuu    chungchungchungchung    
H thu thp nng lng nói chung c s dng  thu hi các 
phn nng lng nh t môi trng mà thông thng là nng 
lng mt mát. Trong ó, các h thu thp nng lng dao ng 
nhn dao ng t môi trng  to ra nng lng in [1, 2]. 
Mt phng pháp ph bin  bin i nng lng c hc thành 
nng lng in là s dng gm áp in dán trên kt cu chu 
bin dng. ã có nhiu công trình nghiên cu v ng x cng 
nh các phng pháp nâng cao hiu sut ca h dao ng ó 
[3, 4]. Trong [5], do bn cht ngu nhiên hoc có di tn s rng 
ca các dao ng trong thc t, các phng pháp tính toán ã 
c a ra khác bit so vi trng hp kích ng n tn ca 
h tuyn tính cho trc [6]. Trong hình 1 là mô hình h thu thp 
nng lng phi tuyn s dng gm áp in, bao gm khung dao 
ng và mt dm st t chu un trên ó có gn tm áp in. 
Nh vy, dm c ngàm trên kt cu chuyn ng óng vai 
trò kích ng ng hc ca h. c trng ca h thu thp nng 

lng này là ng x phi tuyn do các nam châm c t gn 
u t do ca dm. Hình 2 biu din lc àn hi phi tuyn vi 
ba v trí cân bng ng vi giá tr lc trit tiêu, trong ó ch có 
hai v trí cân bng ng vi chuyn v khác không ca u dm 
t do là n nh. Nh tính cht phi tuyn, h hot ng hiu 
qu hn so vi h tuyn tính tng ng khi kích ng a tn 
phân b xung quanh tn s c bn ca h và khi h dao ng 
quanh hai v trí cân bng n nh [7]. 

 
Hình 1.Hình 1.Hình 1.Hình 1. H thu thp nng lng dao ng. 

 

 
 mô hình hóa h thu thp nng lng này, ta xét h thành 

ba b phn gm dm chu un, lc àn hi do t trng gây ra 
bi nam châm và phn in gm gm áp in và mch in.  
n gin hóa khi tp trung kho sát lc àn hi phi tuyn ca nam 
châm, ch xét h không có phn in. B phn chính ca h c 
hc là dm àn hi c xem là dm Euler-Bernoulli. Dm c 
ri rc hóa s dng dng riêng u tiên khi không có nam châm, 
t ó có th mô t ng x ng lc hc ca h bng mt phng 
trình vi phân thng bc hai [7]. Vic s dng dng riêng tuyn 
tính u tiên ca dm là   mô hình hóa h trong hu ht các 
trng hp, dng riêng th hai tham gia rt ít vào dao ng trong 
trng hp áp ng siêu iu hòa [8]. Tác dng ca các nam 
châm có th coi nh lc tp trung t ti u t do ca dm và 
c gi thit có dng a thc bc ba không cha s hng bc 
hai. Mô hình này có th mô t tính cht lng cc n nh nh 
phng trình Duffing vi lc àn hi tuyn tính âm và lc àn hi 
bc ba dng. Mt s bin th ca h vi cách t nam châm 
khác hoc hiu ng phi tuyn khác cng u dn n phng 
trình Duffing. Các tham s ca mô hình c xác nh t thc 
nghim hoc a vào các gi thit. V trí cân bng n nh ca 
h và tn s dao ng riêng quanh v trí ó cn c xác nh. 
Phng pháp khác  mô hình hóa h là mô phng tác dng ca 
t trng tuyn tính. Tuy nhiên, phng pháp này ch có kt qu 
tt khi dm dao ng bé quanh v trí cân bng n nh. Trong bài 
báo này, ng x bình n ca h vi các kích ng iu hòa khác 
nhau s c nghiên cu và so sánh vi kt qu thc nghim. 
2.2.2.2. Mô hình Mô hình Mô hình Mô hình hóahóahóahóa    hhhh    c hc hc hc hcccc    
Dm àn hi trong h c hc ng vi h thu thp nng lng 
có th c mô hình hóa là dm Euler-Bernoulli dao ng un 
khi chu kích ng ng hc. Chuyn v w ca dm c mô t 
bi phng trình vi phân o hàm riêng ph thuc ta  trên 
dm x và thi gian t. Thc hin ri rc hóa dm s dng dng 
nghim Ritz 

wx,t=Wxpt                            (1) 
Trong ó, W là dng riêng u tiên ca dm tuyn tính,  ∈0,  là ta  xác nh v trí trên dm, L là chiu dài dm và p 

là ta  suy rng ph thuc thi gian. Chn giá tr  = 1 ti  =

,khi ó p biu din dao ng ca u t do ca dm w(L, t). T 
ó, ta có phng trình vi phân chuyn ng ca h 

p t+2Dωp t-αpt+βp3t=gz bt                (2) 
Phng trình (2) biu din dao ng ca chn t Duffing 

chu kích ng ng hc, trong ó h s g c xác nh bi 

g=-  WxdxL
0

 W2xdxL
0

                                          (3) 

và kích ng ng hc là kích ng iu hòa vi biên  
không i  =    .  có lc àn hi phi tuyn di 
dng − + , lc t c gi thit là lc tp trung tác 
dng ti u t do ca dm và có dng a thc bc ba. H s cn 
tuyn tính D cng c a vào phng trình. Khi các h s ,  > 0, tn ti hai v trí cân bng n nh nm v hai phía ca 
v trí dm cha bin dng. 

p1,2=±α
β                                            (4) 

Tn s dao ng t do ng vi dao ng nh xung quanh 
mi v trí cân bng có th c xác nh nh phng pháp tuyn 
tính hóa 

ω=√2α                                           (5) 
Các tham s ca mô hình có th xác dnh t thc nghim. 

Tn s dao ng t do ω và h s cn D c xác nh t dao 
ng t do ca dm quanh mi v trí cân bng di tác dng ca 
t trng nam châm. Các h s g,α,β c xác nh t phng 
trình (3), (4) và (5). 

Thc hin thí nghim vi dm thép công xôn 
250 x 20 x 1 mm và hai nam châm vnh cu 20 x 10 x 5 mm có t 
d bão hòa Br = 1,35T thu dc các tham s ca h c hc nh 
trong Bng 1. S khác bit gia các giá tr tham s ng vi mi v 
trí cân bng n nh là không th tránh khi do luôn có s không 
i xng khi thit lp thí nghim. Do ó, ta s dng giá tr trung 
bình ca các tham s ω và D khi a vào phng trình (2). Các 
tham s ca mô hình cho trong Bng 2. 

BBBBng 1.ng 1.ng 1.ng 1. Tham s ca h c hc. 
Tham sTham sTham sTham s    

    
Ký Ký Ký Ký 

hihihihiuuuu    
Giá trGiá trGiá trGiá tr    

n n n n 
vvvv    

Tn s riêng ca dm (không 
có nam châm) 

ω0 2π.13,4 s-1 

V trí cân bng n nh w 1,2 ±6,97 mm 
Tn s dao ng t do ng vi 
dao ng nh quanh mi v trí 
cân bng n nh 

ω1,2 2π.14,9 
2π.14,6 s-1 

H s cn ng vi dao ng 
nh quanh mi v trí cân bng 
n nh 

D1,2 0,013 
0,019 

 

 
BBBBng 2.ng 2.ng 2.ng 2. Tham s ca mô hình. 

Tham sTham sTham sTham s        D    

Giá trGiá trGiá trGiá tr    92,7 0,016 4275,6 8,8× 10 −1,57 

 
 so sánh kt qu thc nghim vi mô hình Duffing cho 

bi phng trình (2), h c hc ng vi h thu thp nng lng 
c kích ng ng hc vi tn s khác nhau. Hình 3 biu din 

Hình 2.Hình 2.Hình 2.Hình 2. Lc àn hi phi tuyn vi hai v trí cân bng n nh 
và mt v trí cân bng không n nh. 
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qu o pha ca nghim, tc là quan h gia vn tc và chuyn 
v ti u t do ca dm. Do h có tính cht phi tuyn nên dao 
ng ca h ph thuc iu kin u, ngha là vi cùng kích ng 
có th xut hin các nghim khác nhau.  phân bit các dng 
nghim, xét các im o chiu chuyn ng ca u dm trong 
min thi gian, là các im c ánh du trong Hình 3. Khi vn 
tc i du, dm bt u o chiu chuyn ng. Nu tt c các 
im o chiu ng vi chuyn v cùng du, dm dao ng nh 
quanh v trí cân bng n nh. Trng hp giá tr chuyn v ng 
vi các im o chiu i du theo chu k hu hn, dm dao 
ng bao trùm hai v trí cân bng n nh. Nu tn ti quá nhiu 
im o chiu ng vi du dng và âm, dm dao ng hn 
lon. 

          

 

          

 
Hình 3Hình 3Hình 3Hình 3. Qu o pha ca h chu kích ng iu hòa vi biên 
 A = 3,81 m/s2 và các tn s khác nhau (a) 7 Hz; (b) 8,5 Hz; 

(c) 14 Hz; (d)17 Hz. 

S xut hin ca các dng nghim còn có th c biu 
din trên  th áp ng tn s nh trong Hình 4. Trong ó, tt c 
các im o chiu tng ng vi các nghim dao ng tn ti 
ng thi khi h chu kích ng iu hòa vi cùng biên  nhng 
 các tn s khác nhau. Trong mt s di tn s tn ti ng thi 
nhiu dng nghim, nhng cng có di tn s ch tn ti duy nht 
mt dng nghim. Cn lu ý rng, các iu kin u  mi thí 
nghim là không th kim soát. Do ó, thí nghim phi c thc 
hin vi nhiu iu kin u khác nhau làm tng kh nng xut 
hin nhiu dng nghim,  có th so sánh kt qu thc nghim 
vi kt qu tính toán s mô hình Duffing. 

So sánh các kt qu trong Hình 4 ta thy có s tng ng 
gia thc nghim và mô phng s. Di tn s ang xét c chia 
làm ba min phân bit: min th nht ng vi tn s thp tn ti 
ng thi dao ng nh và dao ng bao trùm, min th hai ch 
tn ti duy nht dao ng bao trùm, và min th ba tn ti ng 
thi dao ng nh, dao ng bao trùm và có th c dao ng hn 
lon. S khác bit gia kt qu thc nghim và mô phng s là 
các min ó dch v phía tn s cao. Nh vy, min c quan 
tâm nht là min tn s thp vì kh nng thu thp nng lng tt 
khi dm dao dng bao trùm vi biên  ln. Mt im khác na 
ó là dao ng bao trùm có th thc hin  tt c các tn s khi 
mô phng nhng rt khó t c trong thí nghim do s sai khác 
v c tính kích ng. 
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m/s2 và các tn s khác nhau thu c t thc nghim (trái) và 

mô phng s (phi). 

 
3.3.3.3. KKKKt lut lut lut lunnnn    
Mô hình thu thp nng lng s dng dm mt u ngàm có hai 
v trí cân bng ã c quan tâm nghiên cu nhiu. Thông 
thng, lc àn hi ca h thu thp nng lng c gi thit có 
dng bc ba. Khi ó dn n phng trình Duffing mô t tính 
lng cc n nh. Các tham s ca mô hình s c xác nh t 
thc nghim. Trong bài báo này, s phù hp ca gi thit v lc 
àn hi bc ba ph thuc dao ng ca u dm c kim 
chng. Các kt qu thí nghim xác nh áp ng ca h vi kích 
ng ng hc iu hòa khác nhau c so sánh vi kt qu tích 
phân s mô hình Duffing tng ng.  gii quyt vn  khó 
kim soát iu kin u trong thí nghim, các thí nghim và tính 
toán s vi nhiu iu kin u khác nhau c thc hin  
nâng cao kh nng xut hin các dng nghim. Mc dù không th 
khng nh có th tìm thy tt c các nghim, các nghim tìm 
c trong thí nghim và mô phng khá phù hp và có c im 
chung. Kt qu cho thy mô hình tính toán có th mô t các tính 
cht thu c t thc nghim. Tuy nhiên, trong kt qu tính toán 
vn có s dch chuyn min nghim v phía tn s cao. iu này 
có th gây khó khn trong bài toán ti u hóa h thu thp nng 
lng chu kích ng iu hòa trong di tn s cho trc. Tóm 
li, c tính àn hi bc ba có th s dng tt nu yêu cu v  
chính xác ca mô hình không quá cao. Ngc li cn s dng 
các xp x bc cao hoc mô hình phù hp hn. 
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qu o pha ca nghim, tc là quan h gia vn tc và chuyn 
v ti u t do ca dm. Do h có tính cht phi tuyn nên dao 
ng ca h ph thuc iu kin u, ngha là vi cùng kích ng 
có th xut hin các nghim khác nhau.  phân bit các dng 
nghim, xét các im o chiu chuyn ng ca u dm trong 
min thi gian, là các im c ánh du trong Hình 3. Khi vn 
tc i du, dm bt u o chiu chuyn ng. Nu tt c các 
im o chiu ng vi chuyn v cùng du, dm dao ng nh 
quanh v trí cân bng n nh. Trng hp giá tr chuyn v ng 
vi các im o chiu i du theo chu k hu hn, dm dao 
ng bao trùm hai v trí cân bng n nh. Nu tn ti quá nhiu 
im o chiu ng vi du dng và âm, dm dao ng hn 
lon. 

          

 

          

 
Hình 3Hình 3Hình 3Hình 3. Qu o pha ca h chu kích ng iu hòa vi biên 
 A = 3,81 m/s2 và các tn s khác nhau (a) 7 Hz; (b) 8,5 Hz; 

(c) 14 Hz; (d)17 Hz. 

S xut hin ca các dng nghim còn có th c biu 
din trên  th áp ng tn s nh trong Hình 4. Trong ó, tt c 
các im o chiu tng ng vi các nghim dao ng tn ti 
ng thi khi h chu kích ng iu hòa vi cùng biên  nhng 
 các tn s khác nhau. Trong mt s di tn s tn ti ng thi 
nhiu dng nghim, nhng cng có di tn s ch tn ti duy nht 
mt dng nghim. Cn lu ý rng, các iu kin u  mi thí 
nghim là không th kim soát. Do ó, thí nghim phi c thc 
hin vi nhiu iu kin u khác nhau làm tng kh nng xut 
hin nhiu dng nghim,  có th so sánh kt qu thc nghim 
vi kt qu tính toán s mô hình Duffing. 

So sánh các kt qu trong Hình 4 ta thy có s tng ng 
gia thc nghim và mô phng s. Di tn s ang xét c chia 
làm ba min phân bit: min th nht ng vi tn s thp tn ti 
ng thi dao ng nh và dao ng bao trùm, min th hai ch 
tn ti duy nht dao ng bao trùm, và min th ba tn ti ng 
thi dao ng nh, dao ng bao trùm và có th c dao ng hn 
lon. S khác bit gia kt qu thc nghim và mô phng s là 
các min ó dch v phía tn s cao. Nh vy, min c quan 
tâm nht là min tn s thp vì kh nng thu thp nng lng tt 
khi dm dao dng bao trùm vi biên  ln. Mt im khác na 
ó là dao ng bao trùm có th thc hin  tt c các tn s khi 
mô phng nhng rt khó t c trong thí nghim do s sai khác 
v c tính kích ng. 
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mô phng s (phi). 

 
3.3.3.3. KKKKt lut lut lut lunnnn    
Mô hình thu thp nng lng s dng dm mt u ngàm có hai 
v trí cân bng ã c quan tâm nghiên cu nhiu. Thông 
thng, lc àn hi ca h thu thp nng lng c gi thit có 
dng bc ba. Khi ó dn n phng trình Duffing mô t tính 
lng cc n nh. Các tham s ca mô hình s c xác nh t 
thc nghim. Trong bài báo này, s phù hp ca gi thit v lc 
àn hi bc ba ph thuc dao ng ca u dm c kim 
chng. Các kt qu thí nghim xác nh áp ng ca h vi kích 
ng ng hc iu hòa khác nhau c so sánh vi kt qu tích 
phân s mô hình Duffing tng ng.  gii quyt vn  khó 
kim soát iu kin u trong thí nghim, các thí nghim và tính 
toán s vi nhiu iu kin u khác nhau c thc hin  
nâng cao kh nng xut hin các dng nghim. Mc dù không th 
khng nh có th tìm thy tt c các nghim, các nghim tìm 
c trong thí nghim và mô phng khá phù hp và có c im 
chung. Kt qu cho thy mô hình tính toán có th mô t các tính 
cht thu c t thc nghim. Tuy nhiên, trong kt qu tính toán 
vn có s dch chuyn min nghim v phía tn s cao. iu này 
có th gây khó khn trong bài toán ti u hóa h thu thp nng 
lng chu kích ng iu hòa trong di tn s cho trc. Tóm 
li, c tính àn hi bc ba có th s dng tt nu yêu cu v  
chính xác ca mô hình không quá cao. Ngc li cn s dng 
các xp x bc cao hoc mô hình phù hp hn. 
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